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Resumen

Este trabajo presenta una nueva solucién compacta basada en cuaterniones duales para el desarrollo de la cinematica de
manipuladores robodticos. Se plantea el desarrollo de una herramienta en forma completa para poder observar claramente su
correlacion con el método de las matrices de transformacion homogénea derivadas a partir de los parametros de Denavit-
Hartenberg. Se proponen herramientas para simplificar el uso de los cuaterniones duales para la obtencion del modelo cinematico de
mecanismos de cadena abierta definiendo la regla de la cadena aplicada a estos. Finalmente se ilustra su aplicacion a un par de casos
de estudio. Copyright ©2011 CEA. Publicado por Elsevier Espana, S.L. Todos los derechos reservados.
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1. Introduccion

Las matrices de transformacion homogénea son contempladas
como base a la solucién en la cinematica de mecanismos
articulados en la mayoria de la literatura, esta simplifica el
problema cuando se trata de manipuladores no redundantes e
hiper-redundantes. Sin embargo, un problema adicional que se
presenta es la inherente singularidad debido a la ortogonalidad
de las matrices en las configuraciones de los manipuladores de
cadena abierta, pero el uso de una estrategia como los algoritmos
genéticos multiobjetivo son capaces de resolver un sistema de
ecuaciones no lineal de un problema sobredeterminado para una
solucion inversa, ain mas rapida que un método numérico
tradicional como el Newton-Raphson y con la ventaja de no
requerir una estimacion inicial aproximada de las restricciones
para asegurar la convergencia del mismo. No obstante, esto
implica un ajuste de coeficientes o pesos en cada ecuacion para
poder obtener una funcién de aptitud multiobjetivo que funcione
adecuadamente y en forma auto-adaptiva, esto no es facil de
tratar cuando se quieren generan trayectorias como se menciona
en Ramirez-Gordillo et al. (2009); Merchan-Cruz et al. (2011).
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El desarrollo de una solucion compacta al problema
cinematico de manipuladores robdticos, conlleva a documentar
el hecho que las soluciones propuestas en Althoefer (1996) y
posteriormente en Merchan-Cruz (2005) no pueden generalizarse
para el caso de manipuladores espaciales, porque en los
algoritmos 6 convergen para posicion u orientacion.

Sin embargo, al obtener los mejores resultados tratan de
ajustar el algoritmo con algiin método de correccion, aun asi la
desviacion en la posicion/orientacion es grande. Por lo anterior,
no solo es necesario encontrar una herramienta matematica que
no permita generar singularidades en las configuraciones
espaciales, sino también mantener una relacion estrecha entre la
posicion/orientacion como una entidad.

Los trabajos de Hamilton (1853), Cayley (1889), y
posteriormente Tait ef al. (1890) como base de los cuaterniones
permiten desarrollar en este trabajo, una estrategia para obtener
una solucion practica como el producto de matrices pero sin las
singularidades y con un ahorro de tiempo en el calculo en
operaciones como se demuestra en Salamin (1995).

La herramienta del cual se habla, estd basada en los
cuaterniones y cuyas aplicaciones han sido realizadas en
Berthold (1987); Funda (1988); Funda et al. (1990); Hart et al.
(1994); Sanchez-Peia et al. (2005), que posteriormente sobre los
cuaterniones duales se pueden observar en Perez et al. (2004);
Daniilidis et al. (1996); Akyar (2008); Sahul ef al. (2008); Husty
et al. (2007); Pennestri et al. (2009) como trabajos de recién
aplicacion sobre manipuladores roboticos y mecanismos de
cadena cinematica cerrada.
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Esta herramienta puede generarse para que su empleo sea
sistematico y simplifique las operaciones de calculo, asi como
las restricciones en un algoritmo, para ello es necesario proponer
un analisis con el objetivo de obtener una compatibilidad directa
con (1) y descrita en Denavit ef al. (1955).

cos 491. —sen Bi cosa,  sen Bisen @, acos t9i
i—1 sen@. cos@.cosa, —cosb.sena, a.senf.
A = i i i i i i (1)
! 0 sena, cosa, di
0 0 0 1
En donde:

0, o, a;, d;: Son los parametros Denavit-Hartenberg.
“'4; : Es la matriz de transformacién Homogénea.

Asi, la matriz homogénea final °T; es el producto de las
matrices homogéneas en cada articulacion y que describen el
movimiento espacial de la herramienta en el robot como se
muestra en (2).

0]: — H HAf (2)

2. Definicion del Problema: Cinematica de Manipuladores
Basado en Cuaterniones Duales

La cinematica de manipuladores robodticos a través del
algebra matricial es sencilla de comprender, pese a que las
consideraciones de ortogonalidad y singularidades en sistemas
redundantes causan complicaciones en el momento de generar
trayectorias que definan orientacion y posicion sin tener la
necesidad de solucionarla a través de un enfoque inverso. No
obstante el uso del cuaternion dual permite evitar este problema,
e incluso su configuracion presenta opciones de interpolacion de
una trayectoria entre dos puntos, manteniendo una relacion
estrecha con los desplazamientos sucesivos de tornillo.

Los desplazamientos sucesivos de tornillo, describen el
movimiento general de un cuerpo rigido por medio de una
rotacion en torno a un eje Unico y una traslacion a lo largo de un
eje paralelo al eje de rotacion en forma finita o infinitesimal,
simplificando el calculo del Jacobiano y el analisis de las
singularidades como se describen en Aracil et al. (2006) y en
Kula et al. (20006), los cuales son empleados en la cinematica de
cuerpos rigidos. Sin embargo, en Aissaoui et al. (1996) sefiala
que existen ciertas incertidumbres en las direcciones de los ejes
finito de tornillo en la valoracion de la orientacion y de la
posicion entre el movimiento de las articulaciones.

Por lo tanto, es necesario presentar en una forma
convencional el empleo de cuaterniones duales a la solucion del
problema cinematico a través de sus ventajas siguientes:

-El algebra del cuaternion dual es sencilla como el algebra
matricial y mantiene la ortogonalidad en la matriz.

-No hay seguridades en rotaciones espaciales y representan
menor cantidad de operaciones en el calculo que con
matrices.

Por lo anterior, el marco de referencia y las operaciones sobre
el producto del cuaternion dual pueden simplificar el problema a
pesar que el producto de estos no es conmutativo ni asociativo.

2.1 Cinemdtica de Manipuladores Basado en Cuaterniones
Duales

El uso de cuaterniones duales tiene la ventaja de proporcionar
una formulacion conveniente para determinar las ecuaciones
cinematicas de manipuladores roboticos en términos de los ejes
en cada articulacion, asi, el nimero de ecuaciones necesarias
para cada la posicion de la herramienta se reducen. Por lo
anterior, el marco de referencia que se establece y las
operaciones sobre el producto del cuaternion dual permiten tener
una relacion entre rotacion y traslacion.

Con base en las transformaciones homogéneas relacionadas
con la rotacion Ry, g, traslacion T4, traslacion Ty, y
rotacion Ry, ;,; respectivamente, originadas en la representacion
Denavit-Hartenberg. Es posible obtener a través de los
cuaterniones una expresion para generar la parte dual y
configurar un cuaternion dual, donde se relacionen las rotaciones
y translaciones de cada articulacion.

El plano hipercomplejo muestra en i, j y k un cuaterniéon puro
y como un cuaternion por cada vector relacionado con el eje real
w, donde un cuaternion puro cumple con algunas propiedades
relacionadas con el producto vectorial (Figura 1).

Figura 1: Plano Hipercomplejo

Con base en la teoria del cuaternion es posible obtener un
cuaternion dual que describa la rotacion y traslacion de un
cuerpo rigido respecto a un sistema de coordenadas (Figura 2).

e

Y N S,

b)
Figura 2: a) Rotacion en 7 alrededor de x; b) Traslacion del sistema sobre x,y,z.

La ecuacion (3) describe un término de desplazamiento sobre
el eje Z con d unidades en forma andloga de un cuaternion
identificado con la entidad dual.
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d
900 = O+Ek5 (3)

Asi, el producto de un cuaternion de rotacion y la obtencion
de su dual de traslacion se puede obtener a través de (4).

oy, . (0 d d 4 d.(0
Q. =g = (COS[EJ + sm[zjkj(o + B kg) =5 cos(;)kg 3 sm(;jg (4)

En donde:
£q.4. : Dual de rotacion/translacion en Z.

Por lo tanto, el cuaternion dual DQ.,, que describe la
rotacion de O sobre k seguida de una traslacion en d unidades
sobre el eje Z se muestra en (5).

00, -[eof2) % a2 Lo Dpe] 5

Por otro lado, para el desplazamiento en el eje X de a
unidades en forma andloga de un cuaternion identificado con la
entidad dual se muestra en (6).

Gon =0+ %is (6)

Asi, mediante el mismo procedimiento se obtiene el dual de
rotacion/traslacion para X como se describe en (7).

a) . (a). d.\_a (a) a.(a
Qs =Gy orar = [COS[E] + sm(zjzj(o + B zs] =5 cos( B jza B sm[ 5 )s (7)

Por lo tanto, el cuaterniéon dual DQ,,, que describe la
rotacion de o sobre i seguida de una traslacion con a unidades
sobre el eje X se muestra en (8).

DO, .= [cos{%) sin(%)i 7%sin(%}s %cos(%)is} (8)

Sin embargo, el producto de los cuaterniones duales tiene dos
representaciones basadas en la propiedad de no ser conmutativo
ni asociativo, es por ello que se propone un método simple para
recordar las operaciones de los cuaterniones duales en cualquiera
de los casos.

Como primer paso, se contemplan las operaciones basicas de
los cuaterniones con una pequefia tabulacion, la cual es la base
principal para multiplicar dos cuaterniones de manera simple. Se
comienza tomando en cuenta el conjunto de los elementos
complejos i, j, k; estos se repiten en seguida formando una linea
principal para representar las operaciones de producto entre ellos
(Figura 3).

Asi, en la parte inferior de la linea principal muestra los
resultados de dichas operaciones de éstas, realizadas en sentido
de izquierda a derecha; en la parte superior se muestran también
los resultados de las operaciones hechas en sentido derecho a
izquierdo, mostrandose en el extremo derecho todas aquellas
operaciones del producto entre dos cuaterniones (figura 3).

kj=-i

ji=k

B ih=-j
Linea principal —> _
ij=k

) k=i

ii=j j=kk=ijk=-1 ki=j

Figura 3: Producto del cuaternion

Ejemplo: Se toman de la linea principal los dos primeros
elementos y se realiza en producto ij=k, el resultado se muestra
en el primer elemento del conjunto mostrado por debajo de la
linea principal, sucesivamente se realiza el mismo procedimiento
para el siguiente par de elementos j4=i hasta obtener ki=j en
sentido izquierda-derecha. Por otro lado, en sentido derecha-
izquierda con los elementos kj=-i, j i=-k y i k=-j (Figura 3).

El mismo principio se utiliza para agregar elementos
complementarios que permitan generalizar el producto de
cuaterniones duales (Figura 4).

Complementos

Figura 4: Elementos complementarios

Una vez organizados dichos elementos, se pueden realizar las
operaciones que requiere el producto de dos cuaterniones duales,
incorporando el simbolo ¢ y cuya propiedad es &=0.

Asi, es posible realizar el producto con & de manera
conmutativa frente a los operadores i, j, k. Por lo tanto, las
operaciones se elaboran en sentido de abajo-arriba-derecha-
izquierda y abajo-arriba-izquierda-derecha (Figura 5).

=k

1Lk gk e
_ =

kN v W 7k /
kNiNG ok 18 k=i

jri=k

k=]

Operaciones hechas de
abajo-arriba-izquierda-derecha

Operaciones hechas de
abajo-arriba-derecha-izquierda

je'k=jke=ie ie'k=i-ke=-je

iej=ije= ke Jei=jie=-ke

keri=kie= je ke'i=k-je=-ie
ia'i=i~ieéjej?jjzje=k6'k=k‘ke=-]e

=0

Figura 5: Elementos complementarios

Ejemplo: Se realiza el producto del primer par de elementos
situados en el centro de la linea principal en el sentido abajo-
arriba-derecha-izquierda je-k=ie, donde el operador ¢ se
encuentra frente al nimero complejo j, sin embargo, j-ke=ie tiene
a ¢ frente al nimero complejo 4, presentando en mismo resultado
ie (Figura 5).
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En cambio, la operacion ke;j=-ie realizada en el sentido
abajo-arriba-izquierda-derecha del ultimo par de elementos (lado
derecho) no es conmutativa pero el simbolo ¢ con los complejos
k, j si lo es, asi kje=-ie. Por lo anterior, el producto de
cuaterniones duales puede mostrarse en la tabla 1 y representada
por (9).

Tabla 1: Productos de Cuaterniones duales

q*p P11 p2i psj pak ps.1é peic prje ps.ke
q;.1 1 i j k Ie i je ke

G0 i -1k 4 ie -le ke el
qsj j ok -1 i je -ke -le el
g4k k j -i -1 ke je -ie -Ig
gs.le le ic je ke 0 0 0 0
qeie ic-le ke ¢ 0 0 0 0
qrje  je -ke -le e 0 0 0 0)
gs.ke ke je -ie -le 0 0 0 0)

0, =¢,*p -9*p, -9 " p;-p.* P,

O, =4¢."p+4q,*p,-q,*p;+p;*p,

O, =¢;"p+q,*p,+q,*p;-p,*p,
Qu=q4*p1'qf*pz+qz*px+pl*pu 9
Qe =G " P-4 * Do * Py - D * P+ 4, Ds - * P-4 * P -q,F Dy ©)
OQue =4 * P+ 4" P> -q* s+ D" P+ " ps+4,% P -q,* P, + 4, % ps
Qe =@ P+ as* P+ qs*ps-p* P+ *ps+q,*p+q, % p-q,* py
Oue =4 * P-4, * P+ 4, * Ps+ P * P4, " P -6 " P+ 4%+ 4, % ps

De modo que el producto resultante de (5) y (8) permiten
mantener las caracteristicas del eslabon con respecto a un marco
de referencia anterior y respecto a los movimientos relativos
compatible con los parametros Denavit-Hartenberg, al mismo
tiempo que facilita tener en cualquier caso un marco de
referencia establecido por el usuario y evitar las singularidades
debido al manejo de angulos medios en una relacion de
rotacion/traslacion de los sistemas coordenados en cada
articulacion como se muestra en (10).
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2.2 Cuaterniones Duales y Matrices de Trasformacion
Homogénea

La transformacion de un cuaternion dual a una matriz de
transformacion homogénea es necesaria para visualizar los
resultados, sin embargo, obtener una equivalencia con la matriz
de transformacion homogénea representada por la convencion
Denavit-Hartenberg tiene una parte compleja y ésta es el
desplazamiento, el cual se demuestra en los siguientes
desarrollos.
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El producto de un cuaternion de referencia respecto a uno que
gira en el espacio esta representado por (11), esto implica que los
elementos se reorganicen de tal forma que pueda ser facil de
interpretar.

X 1 i j k A, A, A A,

wow wi wj wk Al -x -y -z

Xi xi  —x xk  -xj = Ai xi wi —zi  yi (11)
oy -k -y i 4y g WY

Zk  zk zj —-zi -z Ak zk - yk  xk wk

Por otro lado, el producto de un cuaternion que gira en el
espacio respecto al cuaternion de referencia esta representado en
(12), que de igual forma los elementos son reorganizados.

x W Xi Yj Zk Bl Bi Bj Bk
1 w Xi Vi zk B, w xi v zk
i owi - X vk -z = B, -x wi - zj vk (12)
joow  —-xk -y zi B, -y zi wj - xk
k wk Xj -yi -z B, -z —yi Xj wk

Reorganizadas en una forma matricial 4 y B pueden ser
multiplicadas a través del algebra matricial, como se muestra en
(13) y su desarrollo en (14) y (15).

w —x —y —z| w X y z
w z yl|-x w -z y
AxB = (13)
y oz w o —x|-y =z woo—X
z -y x wil-z -y x w
WAHxT+ P +2E WX —XW—YZHZy WP XZ— YW—ZX WZ— XY+ X —ZW
M aw—wx+zy—yz W Ax =y —z' Xp—WZ—zw+ X XzZ+wy+zx+yw (14)
IW=ZX =Wy +XZ YX+IW+WZ+Xy w—x? er2 -z VZ+zy—wx—xw
| ZW+ X=Xy —Wz  ZX— YW+ XZ—WY  Zy+ yz+Xw+wx w—x? =y’ + 27
(W +x*+y+2° 0 0 0
o 0 W xt -yt =2t 2xy — 2zw Xz + Wy + 2x + yw
0 2xy + 2zw W —x*+y =z yz4zy—wx—axw (1 5)
0 2xz = 2yw 2yz + 2xy w—x? -y 4z

La matriz M de (15) puede simplificarse dividiendo entre
2 2 2,2
WXty +z.

2 2 2 2 1
wl+x?+y +z
5 0 0 0
WXy +z7
0 whx? -y -2’ 2xy —2zw 2yw+2xz
M= W+t +y +22 W+ 42 Wi+ 42 16
0 2xy +2zw e e 2yz —2xw ( )
w P+ 42 Wy 42 w2
0 2xz —2yw 2yz +2xy e e
waHxt+y 4z w4y 4 W +y 42
1 0 0 0 |
0 1 - Z(y2 + zz) 2xy — 2zw 2yw + 2xz
w +xT+y +z2 WX+ +z w x4y + 2
M = 0 2(xy + 2w) 1-2(x* +22) 2yz = 2xw (17)
w +xT+y 4z WX+ Y+ wa x4y + 2
0 2(xz — yw) 2yz + 2xy 1-2(x* + yz)
L S S-S A I S i A S-SR USRS S S e Sl

Se sabe qué w’+x’+y’+z’=1, entonces en (17) puede ser
representada por (18), a través de ésta se transforma un
cuaternion a una matriz de rotacion y mediante las identidades
conocidas se puede desarrollar la expresion (10)
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1-2(¢2 +¢’) 2.9, -9.49.) 299 +q94.) ol cosf O \ainf 0 Y 1 c0s(@), f 0) oo &0 ) Lt cos(e)
% ]a&(uouumzn

=|2¢.q, +949.) 1-2¢+¢) 2q9 -494.)

2q.9. - 9,9.) 20g.9.+49.49.) 1-24+4q) . - 2/, >
-1 . : . . . if G20 i 89
Al utilizar las identidades trigonométricas descritas por (19), o o BV & 72““(7*7]“‘“(3*7) n(@)
(20), (21), (22), (23) y (24), son suficientes para reducir cada [cos[fjsm[ D* 2 -

término de la ecuacion (18).

R@2)=1-2¢2 +4?)= I*ZHC"S(%JSi"(%D: ! [Sm(%}o{%)ﬂ

. 1-
Sln[gj: ;osx (19) . 2([1+ 2(9)](17 2(a )] [pczs(a,))[ﬁc;s(a,)n
COS[;) 1+C208X (20) i 2((1— 0s(a,)+ co! g(i) cos(6),)cos(e, )] (1+COS(a')_COS(i)_COS(Q)COS(a')D
cos(x)cos(y) = cos(x+y)42rcos(x7y) @1 :"ZM”OS@)COS((Z)
sin(e)sin(y) = =) cost ) R OSSR G R SO RO R E)
o)D) gy Al ) (el )
. _ “of sin( % \eos| % 17005(9’))7sin 1)605[&)[1+co (9))]
COS( )sm(y) Sm(x+y) sm(x y) (24) 2[ [;] [: j[ 2 ) 2 ) 2 Z ) )
2 _ 2sin(7‘jcos[7j 2005(%)5#{7’]005(7)7 25in[7jc0s(7’) 2005[2 )sm(7)cos( 2)
Al tomar la parte real de (10) y sustituir en (18) se obtiene ? 2 e 2‘ v 2
cada te?rmino del primer renglon en la matriz R, simplificandose :[72005 (H,)Sin(a’)cos(a’jj_[Q (9{5"{2+2)+51 [_2]” o)
de la siguiente manera: 2 2

g Si“(ﬂj]z *[Si“(%j“’{%]jz} Para los elementos del tercer renglon de la matriz R.

ool AT AT AT s s ool (2ol
:1—2{[ [I=cosq, ) ]21,2(1—?5&): 7(2722%59,] 2o 2+22 %50 _ cos(@) i z(gin[i}in(&)qn(ﬁ)co{&)+co{i}in[&jm(ﬂjm[zjj
(5o G0 Ol
oottt s e

%M%WW@

[[g sm[z][sm
~foof 4 i

o

o

2

|
—

2

5
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YIS
—

o
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S
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—

2
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ol
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2

2 f 2] (80(2))
%) gin(%J co{%) _ sin[%) cos[%j co{%) = cos[%) - COS[%} Si"(%} ’sin(%) Co{%)) =1- Z[Sin(%} [cos[zl ) * Sin(fJ D =1- 2( = C;S % ] -2 +22 cosa, _ cos(a,)
- [Cos(a, )[* 2 siﬂ(%J COS(%]]] {C*’s(a{ 2 W} ==sin(6,)eos(a,) Finalmente, los elementos son validados para la matriz de

transformacion homogénea con respecto a la orientacion definida
en (1) de acuerdo a la convencion Denavit-Hartenberg.

%]72&1{%)%5(?}%5(%) R(3,3)=1*2(‘i\1+q ) 1- 2{( [
0,
2

0=l o0 2oof §Jal  Jo o oo o ool § o cox) = sin@)coslr)  sin6) i)
inf & &) sinf %) [ sinf %0 %) sin % = |sin(d) cos(d)cos(e;) — cos(6,)sin(6,
o () [g)m@{ (52 JJ[ (545 Jﬂ ! { ) e @5)

Sin embargo, los elementos de la columna de traslacion en la
matriz homogénea de 4x4 son mas complejos de visualizar.

Para los elementos del segundo renglon de la matriz R. Para ello, se toma la parte dual de (10) y con base en la
matriz asimétrica (26), se emplea su transpuesta (27) para

6. (& 6. 2 6, Q o, 2 -
R(2,1):2(qrq‘+q:q“):2(co{z)5m(3)§m[2)91:1(2)Jrsm(cho{z)co{cho{?D transformar la parte dual del cuaternion dual en un vector de

traslacion que describe el posicionamiento sobre los ejes

Ar{ (2] {2 2ol pinepls g 2 )
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0 -t -t -t La traslacion sobre el eje Y se obtiene por el misma
L 0 -t procedimiento que la expresion anterior.
=, 0 -t (26)
t. -t t, 0 0O 01 0
000 -1],
0 4 1 b L= g o o [ (32
e R 010 0
H =H" = :
T @7
-t t, -t 0 r

tiene: o LYo ){ s G s 5] aeod 3 °°S[‘Z’j]

01 00 0010 0 001 2 2 2
|-10 00 o 00 -1 o o010 f = (33)

H= 0 0 0 1 H[—l 00 0} = 0 -100 d,cos(ijsm(ﬁj a‘sin(ﬂ)cos[ﬁj

0, a, 2 2 2 2
00 -10 0100 1000 +Zcos(7jcos[7] B + 3

En donde la matriz asimétrica H es complemento de (18) que p d cos(i]cos{ 2) a, sin[%jsin[%)
transforma de un cuaternion dual a un punto en el espacio *2008[;’)“"[%) 3 - 3

cartesiano. |
t=q,2H &g’ (28) Al reducir (33), se obtiene (34) que corresponde al segundo

elemento de la cuarta columna en la matriz (1) como

No obstante, la expresion (28) necesita ser caracterizada en R(2,4)= t,=aq sin(&,.).
sus elementos basicos para operar. Por lo tanto, para encontrar la

traslacion sobre el eje X se obtiene como: . {MS(Z js“‘(gz j[sm(%]]z+2cos[% ]Sm[g ](COS[ % ]”

o 1 0 0 AN, (34)
ey } o el
0 0o -1 0

Finalmente, para calcular el desplazamiento sobre el eje Z, se
realiza de manera similar que los procedimientos anteriores y se
obtiene (36):

Donde el producto resultante es:

"~ (a){dsn@m{z) a»o{zjsq
e { {4 w{zjw{w]

- (30)

{0 . 11 )
d, co 5 si a,s n co
2s1 c 1 —Zsm cos
2
d, co{f cog & sm( )sm( )
a 2
*251"‘( JS‘ 7] —251n sm

—2co

1

O T

oled: (35)
0

%

6= . (36)
Al Simplificar (30) se tiene (31). +2COS S { 5(7’3
ol 3ol oo () (ol o2 (ol D3 el a]{d ~{$)ely) -} Jsmu}
2 2 2 2
ol (Mm{)“%%] (J@i)*m%ﬂ} G
[ f - sm J HCOS 1 cos }: ,2°°;9 a,co8(0) Al reducir (36), se llega a obtener (37) como el tercer
elemento de la cuarta columna de la matriz (1), donde

Esta es la expresion del primer elemento en la cuarta columna R(34)=t.=d,

de la matriz homogénea descrita en (1).
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)AL el el -
(eo{ %)) (sn(5)) [ (3)) (%) -

ol o) ) o) ol ) o

Asi, se demuestra la correspondencia de cada uno de los
elementos sobre la herramienta propuesta en este trabajo, qué a
través del empleo de cuaterniones duales, se relacionan los
elementos que componen la matriz de transformacion
homogénea (1) y que define la correlacion cinematica espacial
obtenida a partir del planteamiento convencional de Denavit-
Hartenberg para pares cinematicos inferiores sobre una cadena
cinematica abierta, comunmente aplicada a manipuladores
robéticos y donde la matriz de transformacion homogénea, es
ampliamente utilizada en la representacion de posicion-
orientacion de mecanismos articulados.

t.=d,

cos(6,) —sin(@,)cos(e,) sin(8,)sin(er,) a, cos(6,)
g sin(@,)  cos(8,)cos(a;) —cos(8,)sin(er;)| | a, sin(6,)
' 0 sin(a, ) cos(0, ) d,
[0 o o]

3. Implementaciéon y Resultados

La implementacion de los cuaterniones duales para el disefio
de ecuaciones cinematicas en mecanismos articulados ofrece una
solucion rapida en aplicaciones de cOémputo, tanto en la
generacion de las ecuaciones por articulacion como en el corto
tiempo de obtencion y su resultado es facil en demostrar al igual
que su visualizacion. Cabe mencionar que todos los algoritmos
se programaron en MATLAB®.

CASO I: Para un manipulador robdtico de dos grados de
libertad no redundante y donde los parametros Denavit-
Hartenberg se muestran en la tabla 2; se obtienen las ecuaciones
de enlace cinematico a través de cuaterniones duales (Figura 6).

I-\iez i

10 12 14 16

r’
Figura 6: Robot de dos grados de libertad.

Tabla 2. Parametros Denavit-Hartenberg de un mecanismo articulado de dos
grados de libertad

Al sustituir los parametros de la tabla 2 en (10), se tiene para
cada articulacion la (38) y (39) respectivamente.

(38)

DO = cos(ﬂ] sin(ﬁ)k Lcos[ﬂjig [f‘sin[ﬂjj‘s
2 2 2 2 2 2

'DQ,DH = co{ij sin(i}k éco{i)ie lisin[i) je
- 2 2 2 2 2 2

El producto de estos dos cuaterniones duales resulta en un
tercer cuaternion dual que representa la posicion y orientacion de
la herramienta sobre el manipulador y el cual se muestra en (40).

o252 (22 ({52 s ]

l .(01792] 1, .(a,wzj
| —sin| ———— |+ —=sin jE
2 2 2 2

Al transformar el cuaternion
transformacion homogénea se tiene:

39)

()DQDH —

dual en una matriz de

0+0Yh. (0-0)\ L (6+6)
s 200§ =2 | Joo = - oo = J
|725m(‘9‘ s 93] o 4 9:ja,5[M] 0 - g
2 2 2 .[e‘w‘)/,.(a‘—e‘] L (6+
—2sin Lsin +Lgin
2 )22 )2

2
- AY
. 3 Zunfwjf%‘m{%j + %cm‘r 4 ; L J)
25m(9' * Hljcus[y‘ a SJJ Pm{uj 0 LA N
2 2 2

0+6.\1 . (6-6,) 1, . (6,+6))
+2c0s| S —smL— +Zsin|
2 A2 2 2 2
0 1 0

0 0 0

T=

Al Simplificar (41) a través de las identidades se llega a
expresion conocida (42).

cos(6, +6,) —sin(6,+6,) 0 1 cos(6,)+1,cos(6, +6,)

o |sin(6,+6,) cos(6,+6,) 0 isin(6,)+1,sin(6, +06,)
L= 0 0 1 0 (42)
0 0 0 1

Asi, se observa que existe una total relacion matematica entre
un cuaternion dual y la matriz de transformaciéon homogénea
debido a su ortogonalidad.

CASO II: La metodologia puede generalizarse para cualquier
tipo de manipulador robodtico con pares cinematicos de
revolucion y prismatico, para ejemplo la solucion directa clasica
de un robot PUMA (Figura 7).

Figura 7: Sistema de coordenadas para el robot PUMA.
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La Tabla 3 describe los Denavit-Hartenberg referentes a los
sistemas de coordenadas en cada articulacion del robot PUMA.

Tabla 3. Parametros D-H del robot PUMA de seis grados de libertad

341

Asi, se obtiene un conjunto de expresiones de la (43) a la (48)
que describen a cada articulacion en términos de cuaterniones
duales como una secuencia de movimientos relativos entre los
mismos elementos eslabonados del manipulador robdtico y a

- ele = 0;0 a_d través de una metodologia sistematica basada en los parametros
L — T 00 Denavit-Hartenberg permite reducir hasta cierto punto, la
2 02=0 0 a2 d2 . . . .
cantidad de célculos a emplear para relacionar dichos
3 03=nm2 w2 a3 0 .. . . .,
7 > movimientos como una sola entidad que describa la relacion
4 e 0 d espacial entre rotacion/traslacion del elemento final del
5 05=0 @2 ¢ 0 . . .
manipulador y el marco de referencia fijo.
6 06=0 0 0 dé
"D »%cos[%) 772cos(%]i —gsi (%J_/ %sn (%jk 0 Oie 0j Okg} (43)
‘DO :7005[%] 0i 0j s1n(%)k 728'[1(%}2 %cos(%jzs %zsin[%]jg 700{%]1{5} (44)
DO icos(i) —zcos(ﬁ)i —zsin[ijj —zsin[ijk ﬁsin(&)g a32 cos[&}‘g Msin[ijjs ﬁsin(ﬁ)k‘s (45)
| 2 2) 2 2 2 2 2 2 4 2 4 2 4 2 4 2
D" —[—ZCOS(QJ 7—200s(i)z isin(i}' —zsin(é)k d42 sin[ijg d4/2 sin( O )ia 4z Os[ﬂjja &cos(i}cg} (46)
2 2 2 2) 2 2 2 2 4 2 4 2 2 4 2
ipoP! {%cos(%) 72005(%)1 %sin[%)] 725111( )k 0¢ 0Oie Oje Oks} 47)
DO [cos(%j 0i 0/ sm(%)k 775111[%)5 Oie 0j¢ 5 cos(%)ka} (48)
Finalmente, para obtener el cuaternion dual DO que De esta manera la relacion entre las rotaciones de todas las

relaciona la posicion y orientacion del efector final del
manipulador PUMA con respecto a la base de éste, es necesario
realizar el producto de los seis cuaterniones duales como se

articulaciones se pueden identificarse en los primeros cuatro
elementos del cuaternion dual gw, gx, gy, y gz, mostradas en (50)
a (53), los cuales describen la orientacion espacial; los ultimos

indica en (49). cuatro elementos del cuaternion dual q,s ¢.s ¢ys y ¢ se
establecen en (54) a (57) y muestran el desplazamiento.
ODQiDHzl_[T’ IIDQDH ODQDH]DQZDHZDQ3DH3DQ4DH4DQDHSDQ H (49)
(9 6, -6, 9 9+9] [9 0,-0,- 9+0+0)+COS[€' 0, - 9+9 9+9)+C05[9‘ 0, - 9+9+9+9]
qwfl 50
4 (61+9+9 -0,- 9+6‘)+ (9,+H+€ 9+6’+6})+ (9,+9+6+9 0+9‘j+cos(€,+€+6+9+6+9() (50)
(9, 6, 9+0 +6, 06)7008(9, 6, -6, - 9+9 eﬁjfcos[a, 6, - 9+9 6, - aﬁjfcos(al 6,-6, 9 6, - 0é]+
qxfl 51
4 (6+9 +0,- 6,06, 9")+cos[9'+9 +0, - 9+9 gﬁj—cos[g'ﬂg +9+9 -0, - 96]+ (9+9 +0,+0,+6,— 9) G
[.9 6,—6,+6,+6,— aj_sm(y, 6,-6,-6,+6,- eéj_sm(el 6,-6,+6,-6,— 9) (9 ~6,-6,-6,-6, 9<,j+
1
=y [a,+.9+.9 —0,-0, aéjﬂm(aﬁaw —0,+0,- aﬁjfsm(eﬁaww —0,- aéjﬂm[a,www +6,- 66) (52)
2
[a] 6,-6,-6,- 95+96]_sm[9,792 afaﬁaﬁeﬁjﬂm(a,f@ 6,+6, a+9ﬁ)+sm[a, 6, 6,+6, +6, +96)
1 2 53
1z =—
==y [6+€+n9 A 49+€6J+ (0+9+€ 49+n9+n96j+ [t9+19+r9+49 9+€6J+ (9+9+€+9+9+6J (53)
2



342 J. Ramirez-Gordillo et al. / Revista Iberoamericana de Automdtica e Informdtica industrial 8 (2011) 334-344

6 0,+0,-0,+6,+0, 0 -0,+6,-6,-0,+0, 0 -0,+6,+0,-0,+0, 6 —-0,+0,+0,+0,+6,
2 +
Wéf
1 6+H -0,-0,-0,+06, 0+H -0,-0,+0,+0, 0+¢9 -0, +0,-0,+0, H+¢9 -0, +0,+0,+0,
2
9, 0, — -0, +6, 9‘ 0,-6,-0,+0,+06, 6‘ 0,-0,+0,-0,+06, s 9‘ 0,-0,+0,+6;+6,
a3 2 2
8 €,+6 +0,-0,-0,+06, 9‘+6 +0,-0,+0.+0, 6‘+6 +0,+0,-0;+6, 6,+€ +0,+6,+6,+0,
2 2
[9, 6,-6,-6, -95+96) (9, -0,-6,-6,+0, +9J ) [9,—9,—9”94-0&96} [9, 6, -6,+6, +6, +9J
— sin; + sm - +sin +
d2 2 2
—= +
8 9,+H +60,-60,-0,+6,) 9,+H +0,-0,+0,+0, in 0,+6,+0,+0,-06,+06, —sin 0,+0,+6,+6,+0;+0, (54)
2 2
el 0,-0,-6,—-0,+0 Hl 0,-0,-6,+0,+0, sin 6,-0,-0,+0,-6,+06, sin 0,-0,-0,+6,+0,+0,
d4 2 2
8 0,+0,+0,-0,-0,+0, 0,+60,+60,-0,+0,+0, H+6+9+0 -0 +6, ¢9+9+0+H+H+¢9
2 2
7Sm(e‘70279}794795“96}“"[9,792793704+¢95+96j75m(0‘702793+9,795+96]75in[9,792793+94+95+9ﬁj+
d 2 2 2 2
8 sin 6, +0,+6,-6,-0,+06, sin 6, +0,+6,-6,+0,+0, sin 0, +60,+60,+0,-0,+0, i 0,+60,+60,+0,+0,+0,
2 2 2 2
(9,*€2+H;*H4 = 9) (9 6, +6, - 9+9 9) (9 e+9+9 6, — e) (9 y+9+y +6, - 9}
COS; = + cos — COs + COS;
vo= 92 : .
4 8 | o[ G0 -0,-0,-0, 06)+ 6,+6,-0,—6,+6, - 06)+ (ew —-0,+60,-6, - 96} (,9+9 —60,+0,+6, - 9}
2
(y,—a —-6,-6,-6, - 96] (9,—&—93 0,+0, - 9) [0, 0,-0,+0,-0, - 0] (9, 6,-6,+6,+6,— 9]
cos cos = + cos
a3 2
8 (H,+0 +6,-6,-06,— 6] (6,4—0 +6, - 6+0 6’) (9+¢9 +0+H 0, - 6) (9+¢9 +0+¢9 + 0, - 0}
COos 5 + cos +cC
sin(91_92_93 94—95—95}51"[9. 6,-6,-6,+6, - 06J [ —-6,+0,-6,— 0}“"(91 6,-6,+6,+6, - 0)
a2 z .
8 sin(e‘+62+€‘;€479579“)—5111(9#6 +0, - 6+6 €]+Sm(9 +0,+6, +¢9 0, — 9) (€+6 +6, +6 +6, - 9) (55)
A(G,—BZ—HK—&—HS—H‘,) (Hl 0,-0;,— 6’+¢9 6‘,) (9 -0,- H+9 0, — 9,,] (9 -0,- H+9 +0; - 6)
s —sm + 8
d4 2
8 (19+49 +6,-0,-6, - H)+sm[9 +0,+0,— €+€ €)+Sm[€+6 +0, +H o, — 9) [9 +6,+0, +9 + 6, HJ
2
7Sin(6,—92—9;—94—95—67“)75111(6'—62—6;—€4+65—6‘,j75in(6|—62—€‘+94—65—€hj+sin(61—92—93+64+95—9‘,)+
d6 2 2 2 2
8 Sin(5ﬁ+92+93—04—95 0)+sm(9 +0,+60,-0,+6, - 49] n[ﬂl+92+93+94—95—96)_Sm(9,+192+493+H4+495—496)
2 2 2 2
6 0, +6, - 6 -0,-6, 0,-6,+6, - 6+0 0, 96+9+9 -0, -6, 6, - 9+H+9+0 6,
2 + sin —sin + sin
qye:i +
8 [6+H -6, - 6 -0 - 66J+ [94—6 -0, - 6+0 95)+ (6+0 0+¢9 -0 - 66] [6+H H+9 + 05— H(,)
[9 6,-6,-6,-6,— eJ [a‘ 6,-6,-6,+6, - ej (e, 6, -6,+6, -6, - eJ [a‘ —0,+6,+6, - 9]
+ sin + sin
al®
8 [6+9 +6, - 6' 05 — 9) Sm(9+€ +6, - 9+6 6)+Sm(9+6 +6, +6' 0, — 6] (6’+9 +0, +9 +6, - 6'}

6,-60,-0,-6,-6, - 49:9:9+H+99

+c

.
ol
(
{*

+ cos

HHHH+99)
+

[099+999

0,+0,+0,-0,+6,— HJ co [0+H+9+H -0,-6,

0, -0, 9+9 +0,-0,
+ COS|

Cco

8 (91-%—0 +0,-0, -0, -0,
[ + COS|

9999+66’,,) (966+699

co ¢9+H+¢9+0+¢9 -6

Cco + cos

re 0,+0,+0,+0,+06, -0, 5
) [
8 (9+¢9+0 -60,-0,-0, 0,+0,+0, - ¢9+0 6’(,) ) [ J

(6+0 + 0, +9 0, -0,

“)
J
919999@}
J

o 000 -0,-0.-0,) | (6,-60.-0,-0,+0,-6,) _ (0,-0,-0.+0,-0,-0,) _ (6,-0.-0,+0,+0,-6,)
2 2 2
os(g'+€Z+H“;H‘7H57€6]—cos[g‘+Hz+€3;€‘+€57€“J+cos(€‘+62+g’"‘;g‘76§7‘9€‘]—cos(9‘+52+€3;H‘+€576"]
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S[@ 0, +0,— H o, — 6’)+ [9 0, +6,— H+€ 6) (9 9+€+H o, — 49)+ (19 0,+6,+0,+0; - Qj
qZE*E 2
8 [6+9 -0,-6,-0,— 9) [9+970 -0, +06; - 9) [€+9 9+6’795 0} (9+970+9+9 0}
+ sin| + sin — sin;
2 2
[9, 0,-0,-0,-0,— 496) (9‘ 0,-0,-0,+0, - 9] [9 —0,-6,+0,-0, - 9) (‘ 0,-0,+0,+0, - 9)
sii + sin + sin’
a3 2
8 [H+c9+6’ -0,-6,— H] [H+H+6’ -0, +0;— 6’)+51(0+€+9+9—0 H] [0+0+9+9+9 6’)
19, 62—6’ -0,-0,-6 0, -6,-0,-0,+06,-0, 6, -0,-0,+0,-0,-0, 6, -0,-0,+6,+06,-0,
+ cos + cos +
d2
8 [19|+0+9 -0,-0,— 66]+ (9+9 +0,-0,+0, 9] [9+9+6+6 -0, - 95j+ (9+«9 +0,+06,+0; - 96) (57)
9,99999, 9999+9¢9 999+€99 999+€+9€
+ cos - + Cos -
d4
8 o [6+€+9 -6,-0,— 19(,] [0+0+6’ -0, +0, - :9) (6’+6’ +€+€ -0 — 9(‘]+c (9+6+9+H+6’ 19(,]
_005[0,7.9279;947@73{,]“05(&‘7027917,94+a;9(,j+cos(917927.91%479;96)_005(9,79270;+94+9S7 [,)_
d6 2 2 2 2
8 005[6,+92+9,;84—05—9“j7008(9,+¢92+¢9‘;94+€5—6(,j+ms[6,+62+93;94—65—64,)7605(61+€2+9;;6’4+95—9(,j

Las ecuaciones son mostradas en forma extensa para observar
la intuitiva relacion de orientacién/posicion expresado en un
cuaternion dual. Sin embargo, puede mostrarse a través de la
evaluacion numérica tomando en cuenta los siguientes valores
constantes y angulares para cada articulacion:

‘DO =05 -0.5i 0.5, 0.5k -272.6325¢

Su representacion en una matriz homogénea es:

0 -1 0 -149.09
o _ 0 0 1 921.12 s
‘1.1 0 0 2032 (59)
0 0 0 1
4. Discusion

El método desarrollado presenta la ventaja de calcular la
posicion y orientacion en una sola funcion cuando se aplica a
mecanismos  articulados  hiper-redundantes de cadena
cinematica abierta en analisis bidimensionales; para posicionar
y orientar la herramienta cuando se quiere solucionar
trayectorias en un analisis espacial, la ventaja es mayor, debido
a que las ecuaciones cinematicas de cada articulacion generadas
por el empleo de cuaterniones duales mantienen la
ortogonalidad de la matriz homogénea final, esto permite el no
generar singularidades cuando los requerimiento de posicion y
orientacion se establecen.

Sin embargo, el desarrollo es Uinicamente para mecanismo
articulados en serie y con parametros Denavit-Hartenberg, esto
debido a que un desarrollo cinematico tradicional con matrices
homogéneas no hay una relacion intuitiva entre rotacion y
traslacion, observandose rapidamente que esta relacion es
independiente, por lo que en soluciones a la cinematica inversa
a través de un algoritmo numérico conlleva aun mayor niimero
de soluciones o configuraciones que satisfacen la condicion de
posicion/orientacion con una mayor probabilidad de tener una
singularidad.

0,=90° 6,=0° 05=90° 0,=0°, 05=0° 0,=0° a,=431.8 mm,
a;=-20.32 mm, d,=149.09 mm, d,=433.07 mm, d;=56.25 mm.

El resultado numérico de cuaternion dual es el que se muestra

en (58).
187.9275is  262.4725 je 198.0875 ke (58)

Son evidentes los resultados que el producto matricial
requiere y que es en mayor cantidad de operaciones que los
cuaterniones duales, también es obvio que el algebra del
cuaternion dual proporciona un método eficiente para la
representacion de ecuaciones en la solucion a la cinematica,
permitiendo reducir la cantidad de ecuaciones y del tiempo en el
calculo matematico. Mucho mas se tiene que hacer con respecto
al andlisis de cuaternion dual en la finalidad de sustituir la
tradicional representacion del método homogéneo, sin embargo,
comparado con otras estrategias como los cuaterniones dobles
manifiesta una gran diferencia con respecto a los cuaterniones
duales en la solucion cinematica. El primero retine dos
caracteristicas distintas provenientes de una matriz doble que
retine la rotacion y traslacion sobre un eje, muy similar al
empleada por el desplazamiento de tornillo; sin embargo la
reformulacion conlleva a una transformacion compuesta de
cuaterniones dobles en un marco de referencia invariable y el
cual intuitivamente aumenta la complejidad del andlisis aun
cuanto ¢éste pretende mantener la sistematizacion de la
convencion Denavit-Hartenberg.

Por otro lado, el método propuesto con cuaterniones duales
mantiene la simplicidad de la convencion Denavit-Hartenberg y
la relacion asociada de la rotacion con la traslacion es simple,
ademas de su sencillez algebraica para el diseflo de ecuaciones
en la sintesis de mecanismos, facilita el disefio de funciones
para la planeacion de trayectorias. No obstante, se tiene la
certeza que el método de los cuaterniones duales combinado
con algoritmos evolutivos como estrategias de busqueda para
trayectorias pueden satisfacer condiciones de posicion y
orientacion sin complejidad alguna. Asi, se pueden tener valores
angulares que cumplan con lo anterior sin llegar un extensivo
desarrollo matematico en busqueda de la solucion al problema
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cinematico inverso, debido a que se cuenta con las condiciones
para que a través de un método heuristico se pueden tener
valores aproximados tan aceptables como los obtenidos por el
proceso deterministico con su porcentaje de error muy pequeio.

Finalmente, es importante destacar que el analisis algebraico
en la soluciéon a la cinematica directa es facil y conforme
aumentan los grados de libertad, aumentan la cantidad de
elementos a tratar y a simplificar, pero esto no es imposible.
Asimismo, la cantidad de operaciones entre el producto de dos
cuaterniones duales consta de un total de 88 (48
multiplicaciones, 22 sumas y 18 restas), a comparacion de 104
que necesitan el producto de dos matrices homogéneas de 4x4
(64 multiplicaciones y 40 sumas); es decir, el producto de
cuaterniones duales presenta un 15% menos en operaciones
generales por un 25% menos en multiplicaciones respecto a el
producto de matrices.

Development of a New Compact Solution to the
Kinematics of Robot Manipulators based on Dual
Quaternions

Abstract

This paper presents a new compact solution based on dual
quaternions for the development of the kinematics of robotics
manipulators. The development of a tool to able to observe clearly
its correlation with the method the matrices of homogenous
transformation derived of the parameters Denavit-Hartenberg.
Tools set out to simplify the use of the dual quaternions for the
obtaining of the kinematic model of mechanisms of open chain
defining the rule of the applied chain these. Finally its application
to a pair of cases of study acquires knowledge.

Keywords:

Kinematic Model, Dual Quaternions, Robot Manipulators,
Compact Solution.
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