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cado para um modelo actstico. Este trabalho apresenta uma solugdo analitica fechada e uma abordagem
simplificada para o problema de interacdo dindmica existente entre uma estrutura reticulada e uma
cavidade actstica bidimensional. Inicialmente, frequéncias e modos de vibra¢do sdo obtidos de forma
exata e em seguida as contribui¢des individuais de cada modo sdo combinadas para a constru¢ao da
resposta dindmica estrutural. Uma rotina de integracdo numérica Runge-Kutta de 4.% ordem é empre-
gada na avaliagdo de deslocamentos relativos. Finalmente, sdo apresentadas aplicagdes praticas onde os
procedimentos propostos sio empregados de forma eficaz na solucdo de excitagbes senoidais e sismi-
cas. Estes resultados sdo comparados a solugdes obtidas com modelos em elementos finitos, indicando a
validade do procedimento proposto. A participacdo dominante do modo fundamental revela que a abor-
dagem simplificada pode ser empregada com expressdes praticas para os termos envolvidos na equagcao
de movimento. Resultados imediatos incluem a valida¢do de solugdes numéricas e a analise paramétrica
das variaveis envolvidas. Adicionalmente, o procedimento proposto pode ser generalizado para situagdes
envolvendo condi¢6es de contorno diversas.
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A mode superpostion approach for fluid-structure interaction problems

SUMMARY

In many practical engineering applications there is the interaction of distinct domains, where coupling
effects are important in assessing the structural response. A particular case is given by the interaction
between a vibrating structure and a reservoir, with the latter conveniently simplified to an acoustic
model. This paper presents a closed form analytical solution to the dynamic interaction problem of a fra-
med structure and a two dimensional acoustic cavity system. Initially, eigenvalues and eigenmodes are
obtained accurately and then individual contributions of each mode are combined to build the structural
dynamic response. A fourth order Runge-Kutta numerical integration routine is applied on the evalua-
tion of relative displacements. Finally, practical applications are given, where the proposed method is
employed effectively in the solution of sine and seismic excitations. These results are compared to finite
element models, with an excellent agreement achieved by the proposed procedure. It is also verified that
the fundamental mode shape governs the dynamic response, enabling the use of simplified expressions
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for the generalized parameters. Immediate results include validation of numerical solutions as well as
parametric studies of the involved variables. The proposed procedure can be extended for different sets

of boundary conditions.

© 2014 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espaiia, S.L.U. This is an open
access article under the CC BY-NC-ND license (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Introducao

Em diversas aplicagdes praticas da engenharia encontra-se o
problema de intera¢do entre um fluido e uma estrutura vibrante,
tais como: barragens e elementos constituintes, pontes, reato-
res nucleares, propulsores de foguetes, estruturas «off-shore»,
aeronaves, dentre outros. Quando significativos, os efeitos pro-
duzidos por um fluido sdo capazes de influenciar a magnitude,
as frequéncias e a estabilidade de um sistema estrutural. Dentre
as diversas categorias de interacdo destaca-se, por sua simplici-
dade, a interagdo entre uma estrutura e um fluido acistico. Este
campo de estudo é denominado Vibroactstica ou Actstica Estrutu-
ral [1].

A abordagem desses problemas envolve a idealizagcdo do reser-
vatério como uma cavidade acdtstica, com condi¢es de contorno
previamente definidas, submetida a acdo de uma fronteira vibrante
representada pela estrutura em contato com o fluido. Assim, o
problema é reduzido as seguintes solug¢des: (1) equagdo da onda
combinada com a equacdo de movimento da estrutura, indi-
cando a resposta dinamica do sistema estrutural; (2) equagdo de
Helmholtz combinada com a equag¢do da estrutura em vibra¢do
livre, fornecendo os autovalores e autovetores do sistema acoplado.
Resultados imediatos incluem a avaliacdo dos efeitos dindmicos
produzidos pelo fluido e sua influéncia no calculo de deslocamentos
e tensdes no sistema estrutural. De maneira geral, a complexidade
matematica envolvida na segunda abordagem é consideravel-
mente reduzida quando um procedimento de superposi¢do modal é
empregado na avaliacdo da resposta dindmica (procedimento indi-
reto). Ainda assim, existem referéncias classicas onde o problema
é solucionado de forma direta no dominio do tempo [2]. Embora
possivel para problemas de natureza simplificada, uma aborda-
gem exata geralmente resulta na avaliacdo de séries infinitas, com
expressoes de grande complexidade. Assim, a solucdo deste tipo
de problema requer a utilizacdo de um computador. Uma alterna-
tiva surge com a utilizacdo de procedimentos simplificados, onde
consideragdes particulares sdo introduzidas nas formulag¢des. Den-
tre estas destaca-se a consideragdo de um fluido incompressivel,
que simplifica em grande parte a avaliacdo das expressdes envol-
vidas.

Esta pesquisa apresenta uma solugdo analitica fechada e uma
abordagem simplificada para o problema de intera¢do dindmica
existente entre uma estrutura reticulada e uma cavidade actstica
bidimensional. Problema semelhante foi estudado por [3-7], com
a avaliagcdo de autovalores e autovetores do sistema viga-cavidade.
Em todos os trabalhos a estrutura analisada foi associada a uma viga
esbelta, incluindo apenas a rigidez a flexdo. As condi¢des de con-
torno da cavidade actstica foram aplicadas a um reservatério de
extensdo longitudinal infinita, com a considera¢do ou ndo de ondas
de superficie. Um trabalho mais recente de [8] aborda o mesmo
problema incluindo a condi¢do de radiacdo de Sommerfeld. Este
pequeno retrospecto indica o interesse da comunidade cientifica
nesta temadtica, com aplica¢des diretas em estudos paramétricos
e validacdo de c6digos numéricos. Outro campo de interesse é
dado por problemas de interacdo fluido-estrutura em estruturas
hidraulicas, tais como pieres, ou torres em contato com um fluido,
submetidas a excita¢gdes sismicas. Esse problema foi inicialmente
estudado por [9]. Uma investigacdo mais recente foi realizada por
[10].

Neste trabalho serd apresentada uma contribui¢do adicional,
onde uma solu¢do no dominio do tempo é obtida de forma
indireta por meio da superposicio modal das respostas exatas
individuais. Adicionalmente, a abordagem simplificada proposta
permite a avaliacdo dos parametros generalizados envolvidos na
equac¢do de movimento do modo fundamental. Assim, um problema
relativamente complexo pode ser solucionado de forma pratica,
produzindo resultados satisfatérios para excitagcbes de natureza
sismica.

2. Modelo matematico do fluido acdstico

Adota-se um modelo de pequenos deslocamentos com o fluido
suposto inviscido, homogéneo e linearmente compressivel. Neste
caso, o dominio é governado pela equagdo da onda (fluido actstico),
com condig¢des de contorno tributarias da interface entre os meios
e dos limites do reservatério. A figura 1 indica uma representacdo
esquemadtica deste problema, onde S1— 54 sdo condi¢des de con-
torno e u(y, t) a fun¢do de deslocamentos da estrutura associada.

As condicdes de contorno sdo estabelecidas com a consideracdo
de um reservatorio finito de comprimento horizontal Ly e vertical
Ly. Para o caso particular onde os efeitos de ondas de superficie
sdo desprezados e assumindo uma hipdtese de ndo-perturbagcdo
em x =Ly, resulta:

ap(x,y,t) .
S1 — o = —pril (1)
x=0
S2 > p(Ly,y,t)=0 (2)
s3> L(’; .01 _g (3)
]
S4—p(x,Ly,t) =0 (4)

onde prcorresponde a massa especifica do fluido. Uma solugdo con-
veniente para o problema anterior é dada pela hipétese de vibragdes
harmoénicas, com a fronteira e o fluido actstico governados pelas
equagoes abaixo:

u(y,t)=U(y)e @t 5)
p(x,y,t)=P(x,y) e—iot _ F(x) Gly)e—iet ()

onde w indica a pulsagdo do sistema viga-cavidade.
Neste caso, o fluido tem a equac¢do da onda reduzida a equac¢do
de Helmholtz:

V2P 4 (%)zpzo 7)

Figura 1. Representacdo da cavidade actstica.
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Como consequéncia, as condi¢des de contorno anteriores
tornam-se independentes da variavel temporal (t). Assim, verifica-
-se que [6]:

. dG(y)

F(Ly)=0 ’
(Lx) &y |y

=0;G(Ly) =0 (8)

A solucdo da cavidade actstica é obtida com o emprego de (8)
em (7), onde é aplicada a técnica de separacdo de varidveis [11,12].
Desta forma:

P(x,y)= ZE” [sen (Vanx) — tan (VagLy) cos (Vamx) | cos (kny)
n=1
9

onde E, é uma constante a ser obtida com a condi¢do de contorno
remanescente S1, e k,, e oy sdo dados por:

2n-1)m
y
2
w
otn:c—z—/c% (11)

3. Modelo matemadtico da estrutura reticulada

O modelo corresponde a uma estrutura reticulada, dada por uma
viga de altura H=Ly (cavidade totalmente preenchida) e espessura
F. Especifica-se rigidez a flexdo El e massa especifica ps. As anélises
sdo limitadas a vibragdes de vigas esbeltas (hipéteses vélidas para
F <« H), onde apenas a rigidez a flexao é considerada na formulacdo
da equacdo de equilibrio. Neste caso:

g uw. o) Pu(y,t)
vt T
onde o termo do lado direito da equacdo indica a for¢a de interacdo
produzida pelo fluido. De acordo com (6) e (9):

p(0.y.t -"”fZEn tan (vetnLy) cos (kny) (13)

n=1

Adicionalmente, de acordo com (5), (12) e (13):

dUy) 1o
i U= 55> _Entan (VanLy) cos (icny) (14)
n=1
onde:
4 _ Pstz
ot = Cn (15)

Assim, o problema ficareduzido a solu¢ao da equagdo diferencial
ordinaria (14).

4. Solucao da equacao de deslocamentos

Asolucdo geral de (14) é dada pela soma de suas solu¢des homo-
génea (h) e particular (p). Assim:

U)=Un()+Upy) (16)

Para a contribuicdo particular verifica-se que:
o0
= ZFH cos (kny) 17)
onde:

Eptan(yamly) 1
El K — ¢

Fn= (18)

A solucdo homogénea, por sua vez, é dada por:
4
U ) =Y (9 (19)
j=1
onde ¢; indicam constantes e ¢); uma base de fun¢des representadas
por:
¢1 =sen(gy); ¢2 = cos(gy); ¢3 = senh(gy) 4 = cosh(¢y)  (20)
A solugdo completa é dada por (17) e (19):
4

UM => G

j=1

+ZFH cos (kny) (21)

A condicdo de contorno em S1 estabelece:

oP

| =pretuw) (22)

x=0
Substituindo (9) no lado esquerdo de (22):

U - Zi’;ff cos (kny) (23)

n=1

Finalmente, a substituicdo de (21) em (23) resulta em:

4 oo oo
ZCJ@(WZH cos (iy) = 3/ pfwz cos (kny) (24)
Jj=

n=1
Esta dltima equacdo pode ser resolvida com o auxilio da propri-
edade de ortogonalidade da fungdo cosseno, onde:

L

cos (E) cos
L

0

(@)dx:Oem;én (25)

Entdo, multiplicando ambos os lados de (25) por cos(kmy) e
integrando a expressdo de 0 a Ly, em y, obtém-se:

4

chln,j + Fulp = Eni)(?ln (26)

j=1

onde:

In = / [cos (ny)]*dy (27)
0

Inj= /¢j (y)cos(kny)dy (28)

Da expressdo (18) resulta:
L (k& — %)
tan (/anLy)

Substituindo este Gltimo termo em (26) e manipulando algebri-
camente a expressdo resultante:

(29)

El (ki — %) Jan 4
FnIn {1 — [tan(m x) pfa)Z = _z;cjln'j (30)
]:
Entdo:
4
Fn = chln,jcn (31)



82 P.M.V. Ribeiro, LJ. Pedroso / Rev. int. métodos numeér. cdlc. diseiio ing. 2016;32(2):79-90

onde:

Gn = ! (32)

I El(kp-¢*) vam -1
n tan(yanlx) prw?
Da expressdo (15) resultam 2 manipula¢des de interesse pratico,
que tornam o problema adimensional:

4
2 _ ¢°H

w” = 33

ooF (33)

4
a_g2PsE (o1
=0 (a)b> (Ly (34)
onde wj, é uma pulsacdo de referéncia definida por:
El

wp® = 7 (35)

psFLy

Assim, substituindo (10), (33) e (34) em (32):
1
Go = : (36)
~ 4_ .
I [(m) (%) } N
n tan(\/anLy) Of [ \2
(%)
onde o termo 71 é dado por:
. (2n-1)
= —s— 37)
Um termo adicional é definido por:

mc

w= er = X2wgau (38)
y

onde yx é nimero arbitrario. Assim, a substituicdo de (11) e (38) em
(36) resulta em:

1

Gn = —— (39)
L [hemt 2] apm]
tan (7‘[1‘/\/ X4—ﬁ2) fax*
onde os termos 1, f; e f, sdo definidos por:
Ly
r= I (40)
,
= (41)
a)cav
prly
= 42
bp) oo (42)

Os 2 tltimos termos exercem influéncia especial nos resultados
obtidos, indicando, respectivamente: a rela¢do entre a frequéncia
base da estrutura no vacuo e a primeira frequéncia transversal da
cavidade, além darelagdo entre massas do sistema fluido-estrutura.

A solucdo completa de deslocamentos (21) pode ser represen-
tada de forma compacta por:

4 0
JOENY ldy @)+ InjGaYn (y)] G (43)

j=1 n=1
onde:

Yn (y) = cos (kny) (44)

Os termos adicionais necessdrios a aplicacdo de (43) sdo indi-
cados pelas equagdes (10), (20), (27), (28), (37), (39), (40), (41)
e (42). Para definicdo do problema em uma varidvel x também é
conveniente estabelecer com o auxilio de (34) e (38):

X 1
==/ 45
9] L\ 7 (45)

5. Avaliacdo dos valores proprios do problema

A equacdo (43) pode ser aplicada de forma eficiente na solu¢do
de frequéncias e modos de vibracdo do sistema viga-cavidade.
Verifica-se inicialmente a presenca de 4 constantes ¢; desconhe-
cidas, além do parametro de frequéncia x. O problema pode ser
definido de forma adequada com a introdug¢do de 4 condi¢cdes de
contorno relacionadas as vinculagdes da estrutura. Para uma viga
engastada em y=0 e livre em y=H=Ly, por exemplo, resultam as
seguintes condi¢coes de contorno referentes a compatibilidade de
deslocamentos e esfor¢os internos:

du

u)=0; — =0 — deslocamentos (46)
dy y=0
2 3
% =0: % = 0 — esforcos (47)
Y | yn V> | yen

Resulta assim, um sistema de equagdes lineares cuja nota¢do
matricial é definida por:

[Rij]4><4 [Cij]4><1 =[0l4:1 (48)
Portanto:
R11 R12 Riz Rua €1 0
Ra1 Rz Rz Roa () 0
_ (49)
R31 R32 R3z R 3 0
0
Ra1 R4z R4z Rag Cy4
onde os termos R;; sdo dados por:
[o¢]
Rij = (0)+ Y InjGn¥n(0) (50)
n=1
oo
Raj = $;(0)+ Y I jGaYy (0) (51)
n=1
Ryj =@ (H)+ > _InjGnYy (H) (52)
n=1
o0
Ry =@ (H)+ Y I jGaYy (H) (53)
n=1

A matriz R indicada em (49) deve satisfazer a seguinte condi¢do
para a obtencdo de solug¢des ndo-triviais:

det (R) =0 (54)

Esta Gltima expressdo define a equacdo caracteristica do pro-
blema, de onde resultam as frequéncias de vibracdo do sistema
viga-cavidade em termos de x. Em seguida, sdo obtidos os modos
de vibragdo associados, por meio de uma substitui¢do deste Gltimo
termo em (49) e posterior solu¢do para as constantes ¢;.

6. Vibracao livre da estrutura acoplada

Os valores préprios, uma vez obtidos, permitem a avaliacdo dos
parametros generalizados da estrutura relacionados a um dado
modo de vibragdo m. Um esquema auxiliar é indicado na figura 2
para uma deformada modal Up,(y), convenientemente normalizada
emy = j.Neste caso, Xy, (t) representa a parte dindmica da resposta
e pm(0, y, t) as pressdes hidrodindmicas associadas ao respectivo
modo de vibragdo.
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Un (}77 t) = Um (y) Xm (t) = Xm (t)
- IS -
=l
el
i = om0 Y5 1)
H
=l
&
-~
)
4 ] -

Figura 2. Esquema do «m» modo de vibragao.

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais verifica-se que [ 13]:

H
Wy = / psF[Unm (y)]*dy (55)
0
H ) 2
. d2Un (y
Km=/51{dy2()] dy (56)
0
H
Qm (1) = / pm(0,y, )Unm (y)dy (57)
0

que indicam, respectivamente: massa, rigidez e excitacdo genera-
lizadas do modo m. Neste caso:

mem (t)+kmxm(t)+éln(t):0 (58)

Uma considerac¢do especial deve ser feita ao problema, com a
hipétese de vibra¢cdes harmdnicas de pulsa¢do w, conforme indi-
cado em (5) e (6). Neste caso:

Xm (t) = Ae~i0t (59)

onde A é uma amplitude em y = j. Verifica-se que:

Um (¥, £) = Um (y) Ae ™" (60)

i (v, t) = —Unm (y) 0?* At (61)
Da condigdo de contorno (1), (6), (9) e (61) resulta:

ZEnJoTncos (kny) = pUnm (v) A (62)

n=1

A constante E, da expressdo anterior é obtida com auxilio da
propriedade de ortogonalidade indicada em (25). Assim:
_ Ly
2ppw?A

E, =
n Ly/an
0

Un (y) cos (kny)dy (63)

Substituindo (63) em (13):

= pr Unm (v) cos (kny) dy
pm(0,y.1) = —w?A MZ Lyven | (64)
tan(JoTn x) COS (Kny)
De (59) resulta:
Xm (t) = —w?Ae~it (65)

—
= f, %)

4—

K K +

Deslocamento relativo

Movimento do solo

Figura 3. Decomposi¢do do movimento do solo.

A expressdo (64) pode ser reescrita com auxilio de (65):

Pm (0, ¥, ) =Xm (t)Pm(0,¥) (66)
onde:
0 1
Pm(o,}’)ZzLﬂZ \/T—H/Um(y)cos(’cny)dy (67)
o 0

tan (/anLx)cos (kny)
Finalmente, substituindo (57) e (67) em (58):

(M + Q) X (£) + KXo (£) = 0 (68)
onde:
H
Qm = / m (0,y)Unm (y)dy (69)
0

corresponde a massa generalizada produzida pelo fluido parao’m’
modo de vibragdo. Desta forma, o problema de vibracdo forcada
indicadoem (58)ficareduzido ao caso de vibragdo livre indicado em
(68), onde o termo adicional de massa surge devido ao acoplamento
inercial.

7. Vibracao forcada da estrutura acoplada

Neste caso, o problema ficareduzido a uma nova avaliacdo de um
esquema semelhante ao indicado na figura 2, com a considera¢ao
dos parametros obtidos em vibragdo livre. De maneira geral:

MinSom (£) + RonXo (£) = Fon () (70)
onde:

A:/Im = M + Om (71)
Fn(t)= / [y, OUn (v)dy (72)

que correspondem, respectivamente a: massa total generalizada
do sistema e for¢a generalizada em decorréncia de um carrega-
mento arbitrario f{(y, t). Para o caso de uma excita¢do sismica com
aceleracdo do solo %; é conveniente a utilizacdo de um esquema
classico auxiliar de um sistema de um grau de liberdade, de massa
m e rigidez k onde o problema é tratado em termos de compo-
nentes translacionais e relativas. Este é um procedimento classico
empregado por [14]. A figura 3 esclarece.

Assim, verifica-se a presenca de 2 componentes inerciais produ-
zidas pela intera¢do com o fluido, dadas por f; e f.. Esta observagdo
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Forga efetiva
+— (m+fg) Xg (®

Massa efetiva

Base fixa

Figura 4. Modelo equivalente.

pode ser traduzida em um esquema equivalente, onde surgem os
conceitos de massa efetiva e for¢a efetiva. A figura 4 esclarece.
Assim, a equacdo de movimento sistema equivalente é dada por:

[m -+ £ ] i (£) + Kt (1) = —Xg (£) [m + fg] (73)

Em um sistema desacoplado as 2 componentes anteriores sdo
nulas e o problema recai no caso original de uma excitagcdo sismica
classica. De grande interesse é a generalizacdo do esquema anterior
para uma abordagem em coordenadas generalizadas. Neste caso, a
equacgdo de movimento ndo-amortecida do «m» modo do sistema é
obtida com:

Manin (€) + RonXon () = —Xg (6) [T + N (74)
onde:
H
Lm = /PSFUm (v)dy (75)
0
H
Nim = /fg (¥)Um (v)dy (76)
0

Aexpressdo (74)revelaainfluéncia do reservatério em ambos os
lados da equacgdo, com contribui¢des na massa e na excitagdo gene-
ralizadas. O termo indicado em (76) pode ser interpretado como o
efeito inercial produzido pelo fluido para uma transla¢do da estru-
tura como um corpo rigido. Ou seja: o campo de pressdes pg (¥, t)
produzido por uma fronteira rigida em dire¢do a um fluido incom-
pressivel. Esta expressdo é obtida de forma imediata com auxilio de
(64), (65) e (66). Assim, definindo a acelerac¢do do solo com sendo
a aceleragdo de corpo rigido:

X (£) = &g (£) (77)
e substituindo este Gltimo termo em (66):
Po (¥, t) =Xg (t)fg (V) (78)

onde f,(y) é obtido com a manipula¢do algébrica de (67), com
Un (¥) = 1 e w/c— 0. Desta forma:

_ 2N (D!
fg (V) = L ; P

Uma vez que todos os parametros de (70) e (74) sdo conhecidos,
a resposta dindmica da estrutura para um determinado modo de
vibracdo pode ser avaliada sem maiores dificuldades. De maneira
geral, empregando a superposi¢do modal das respostas individuais:

tanh («knLx) cos (kny) (79)

Uy, t) =" Un(¥)Xm (1) (80)

m=1

8. Abordagem simplificada (modos no vicuo)

As andlises descritas nas etapas anteriores podem ser consi-
deravelmente simplificadas com uma abordagem onde os modos
de vibragdo acoplados Uy, (y) sdo tomados como inalterados pela
presenca do fluido. Procedimento semelhante foi investigado por
[6]. O objetivo é exatamente eliminar a necessidade de uma soluc¢do
envolvendo o determinante indicado em (54). Neste caso:

Um () ~ Un(y) (81)

onde Up(y) corresponde ao 'm’ modo de vibragdo da estrutura
no vacuo. Desta forma, a substitui¢do de (81) em (68) revela uma
equacdo de pulsacdes, definida por:

“m= \/[km} vécuo/ <[Mm]‘/é€“0 + [Qm]Simp”f> (82)

onde a avaliagdo indica uma série de valores préprios associados
ao modo de vibracio em anilise. E evidente que a expressio (82)
é tributaria do modo em questdo e é por isto que este procedi-
mento é conhecido como solugdo com deformadas impostas na
interface [7]. A precisdo dos resultados depende diretamente da
hipétese indicadaem (81). Ou seja: melhores resultados sdo obtidos
quando os efeitos de interagdo produzem pequenas alteracdes na
configuracdo da deformada no vacuo. Apos esta avaliagdo o procedi-
mento prossegue normalmente, com os parametros generalizados
e a formulac¢do da equagdo de movimento obtidos de forma simpli-
ficada.

Em muitas aplica¢des praticas verifica-se a validade da hipétese
anterior, com o fluido alterando de forma muito discreta a defor-
mada do modo fundamental [6]. Uma simplificacdo adicional é dada
pela hipétese de um fluido incompressivel, que torna a solugcdo
de pressdes hidrodindmicas (67) independente da frequéncia de
vibracdo do sistema viga-cavidade.

Para a hipdtese de um fluido incompressivel (c— oo), reservaté-
rio com comprimento longitudinal infinito (Ly— oo) e considerando
apenas o modo fundamental no vicuo de uma estrutura engastada-
-livre a avaliacdo das expressoes (69), (75) e (76), com 10 termos
na série, resulta em:

A ~ 2
Q1] iy = 0-059307H (83)
[Ll]simpﬁf =~ 0.3915pFH (84)
N ~ 2
[N@S,_mw =0.1523p¢H (85)

De forma semelhante, os pardmetros generalizados da estrutura
no vacuo (55) e (56) sdo obtidos de forma imediata, resultando em:
(M ] =~ 0.25psFH (86)

vacuo

P 3.09EI
[Kl } vacuo H3

11

(87)

As expressdes (83) a (87) representam uma alternativa em
relacdo a solugdo exata. No caso, a pulsagdo do modo fundamental
é dada por:

3.09E]

1
(1 )propOStD = 1_12\/0.25/)51: +0.0593p¢H (8%)

que pode ser avaliada sem maiores dificuldades. Assim, verifica-
-se que a abordagem simplificada pode ser empregada de 2 formas
distintas, com a primeira, indicada em (82), resultando em uma
equacdo de frequéncias para um dado modo de vibra¢cdo. Uma alter-
nativa é a utilizacdo do conjunto de equagdes (83) a (88), onde
simplifica¢des adicionais sdo introduzidas e apenas o modo fun-
damental é considerado.
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v
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Figura 5. Representacdo esquematica do problema.

9. Exemplo de aplicacdo

Neste exemplo as respostas transientes u(y, t) obtidas anali-
ticamente para excita¢des senoidais e sismicas sio comparadas
aos resultados de uma analise acoplada de um modelo numérico
em elementos finitos, utilizando o software ANSYS v.11 [15]. Para
avaliagdo dos termos envolvidos na equacdo de movimento e cal-
culo de valores préprios foi empregado o software Maple v.12 [16].
A resposta dindmica para excitagcdes senoidais foi desenvolvida de
forma analitica fechada, ao passo que para excitag¢des sismicas foi
empregada uma rotina de integragdo numérica de Runge-Kutta de
4 .92 ordem, desenvolvida em linguagem FORTRAN [17].

Afigura 5 indica a configuragdo geométrica da cavidade actstica
analisada.

As propriedades dos materiais (fluido e estrutura) empregados
sdo indicadas na tabela 1.

9.1. Modelo numeérico em elementos finitos

Um modelo numérico da estrutura e da cavidade actstica associ-
ada foi construido com o auxilio do software ANSYSv.11[15].Paraa
estrutura foram empregados elementos classicos de pértico plano
com 2 graus de liberdade translacionais (x e y) e 1 grau de liber-
dade rotacional por né (Beam3). Sdo permitidas orienta¢cdes globais
arbitrarias no plano e assume-se que os angulos direcionais perma-
necem inalterados ap6s as deformages. O dominio da cavidade foi
discretizado com elementos quadrilaterais aplicados na solu¢do da
Equacdo da Onda Bidimensional (Fluid29). Apresentam 4 nés por
elemento, com 3 graus de liberdade cada (deslocamentosem x ey,
além da pressdo actstica). Os graus de liberdade translacionais sdao
validos apenas em problemas de interacdo fluido-estrutura e neste
caso é feita uma particularizacdo para os elementos da interface.
Nas demais situagdes, o elemento é aplicado com a considera¢ao
de apenas um grau de liberdade por né (pressdo) para o restante
do dominio ou em andlises modais de uma cavidade actstica com
auséncia da estrutura.

Um estudo de convergéncia foi realizado com o auxilio de 4
malhas, sendo compostas por: 510, 2.020, 8.040 e 32.080 ele-
mentos. Os modelos numéricos sdo apresentados na figura 6. Um

Tabela 1
Propriedades dos materiais
Estrut.
H(m) 10
F(m) 1
E(Pa) 10!
ps(kg/m?) 7.800
Fluido
Ly(m) 50
Ly(m) 10
c (m/s) 1.500

pr(kg/m3) 1.000

Malha 01 (510 elementos)

Malha 02 (2020 elementos)

Malha 03 (8040 elementos)

Malha 04 (32080 elementos)

Figura 6. Representagdo do modelo numérico.

resumo das pulsac¢des obtidas para os 2 primeiros modos é indi-
cado na tabela 2. Percebe-se pouca diferen¢a em relagdo aos valores
obtidos com a Malha 1.

Os valores indicados na tabela 2 e a participacdo dominante do
modo fundamental naresposta dindmica (a ser apresentadano Iltem
9.4) justificam o emprego da Malha 1, com uma excelente precisdao
e baixo custo computacional. De fato, o erro relativo da Malha 1 é
de apenas 0,28% quando comparado aos resultados obtidos com a
Malha 4.

Deste ponto em diante todas as referéncias aos resultados numé-
ricos serdo associadas a essa discretizag¢do.

9.2. Andlise em vibragdo livre (frequéncias e modos)

Os procedimentos descritos nos Itens 5 e 8 foram empregados
na avaliacdo de valores préprios do problema. Na sequéncia foram
obtidos os pardmetros generalizados relacionados aos 2 primeiros
modos de vibracdo da estrutura. Os resultados de frequéncias e
modos obtidos analiticamente e com o modelo numérico sdo apre-
sentados nas tabelas 3-5.

Merece atencdo especial o contraste existente entre a
configuracdo da deformada modal acoplada e a respectiva
configuragdo no vacuo. A tabela 6 ilustra este resultado.

Verifica-se um modo fundamental inalterado pelos efeitos de
interacdo. O mesmo ndo ocorre com o segundo modo de vibracao.
Ainda assim, a abordagem simplificada produz resultados satisfa-
térios, indicando frequéncias préximas as obtidas com a solucdo
exata. A hipétese de um fluido incompressivel e de uma cavidade
longitudinal infinita permite a aplica¢do direta de (88). Assim:

(@1)proposto = 31.82rad /s (89)
Tabela 2
Resumos das analises modais
Malha Frequéncia Erro % em Frequéncia Erro % em
do Modo 1 relagdo a do Modo 2 relagdo a
(rad/s) Malha 4 (rad/s) Malha 4
01 31,82 0,28 183,83 0,62
02 31,75 0,06 183,00 0,16
03 31,73 0,00 182,76 0,03
04 31,73 0,00 182,70 0,00
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Tabela 3
Pulsag¢des e modos analiticos exatos

Tabela 6
Deformadas modais (acoplada x vacuo)

m w(rad|s) Estrutura Up, (y Cavidade - P, (x,y)
|
1 31,85
2 184,67 w -
Tabela 4

Pulsacdes e modos analiticos simplificados

m w(rad|s) Estrutura Up,(y) Cavidade - Py, (x, ¥)
1 31,91 \
2 180,38 w

Os parametros generalizados do problema sdo obtidos com
o auxilio das expressodes (55), (56), (68) e (69). Resultados de
avalia¢des com a solugdo exata e a abordagem simplificada sdao
relacionados na tabela 7.

Os resultados da tabela 7 revelam uma excelente aproximacdo
obtida com a abordagem simplificada para o modo fundamen-
tal do problema. Entretanto, este resultado tem sua qualidade
comprometida para o segundo modo de vibragdo do sistema.
De certa forma, esta diferenca ja era esperada, ja que os efeitos
produzidos pela interacdo modificam a configuracdo da defor-
mada modal acoplada em relagdo a sua respectiva configuracdo
no vacuo, conforme indicado na tabela 6. Ainda assim, conforme
serd demonstrado adiante, a abordagem simplificada revela sua
importancia, principalmente em situagdes onde modo fundamental
governa o problema.

Tabela 5
Pulsagdes e modos numéricos (MEF)

m w(rad|s) Estrutura Up, (y) Cavidade - Py, (X, y)
1 31,82
2 183,83

D i

m=1 m=2

— Acoplada m Vacuo

9.3. Vibragdo forcada (excitacdo senoidal)

As solucgdes transientes obtidas com o modelo numérico podem
ser comparadas as obtidas analiticamente (com os parametros
generalizados indicados na tabela 7). Considerando, por exemplo,
a seguinte excitacdo aplicada na extremidade livre da estrutura:

f(H, t)=10"sen (@t) (90)

onde o indica a pulsacdo do carregamento aplicado.
As equacdes de movimento ndo-amortecidas para os 2 primeiros
modos do sistema sdo dadas, respectivamente, por:

(2.57-10%) X; (t) + (2.60 - 107) X; (t) = 107sen (&t) (91)
(1.88-10%) X, (£) + (6.33 - 10%) X5 (t) = 107sen (&t) (92)

As equagdes anteriores representam problemas classicos da
dindmica das estruturas e suas solugdes sdo obtidas de forma
fechada sem maiores dificuldades.

Consideracdes especiais devem ser feitas em relacdo a
participacdo dos modos superiores na resposta dindmica. Os
exemplos a seguir ilustram estes casos para diversos valores do
parametro de relacdo de frequéncias 8, definido por:

Bn = ®/wn (93)

Inicialmente sdo apresentadas as solu¢des envolvendo a
contribuicdo dos 2 primeiros modos do sistema, conforme indi-
cado nas figuras 7 e 8. Em ambos os casos verifica-se uma excelente
aproximacdo entre as solug¢des analiticas e numéricas.

A contribui¢ido de modos superiores éilustrada nas figuras9e 10,
onde apenas o modo fundamental foi empregado na constru¢dao da
resposta dindmica, para parametros 8, com valores idénticos aos
apresentados na figuras 7 e 8. Embora a aproximag¢do com 81 =0.63
e B2=0.11 seja preservada, o mesmo ndo ocorre para 1 =4.71 e
B2 =0.81. Neste tltimo caso, a participagdo do segundo modo de
vibracdo é significativa e a resposta com o modo fundamental insa-
tisfatoria.

Um caso de grande interesse pratico é dado por uma excitagdo
sismica, onde a participacdo do modo fundamental é dominante.
Neste caso, o proprio espectro de frequéncias produzido pelo movi-
mento do solo limita a participacdo de modos superiores. Esta

Tabela 7
Parametros generalizados
m Parametro Solugdo
simplificada exata
1 M(Ns?/m) 1.95 x 10* 1.97 x 10
R(N/m) 2.58 x 107 2.60 x 107
Q(Ns2/m) 0.59 x 104 0.60 x 104
2 M(Ns2/m) 1.95 x 10* 132 x 10*
R(N/m) 1.01 x 10° 6.33x 108
Q(Ns2/m) 1.17 x 10* 0.56 x 104




u(m)

P.M.V. Ribeiro, L.J. Pedroso / Rev. int. métodos numeér. cdlc. diseifio ing. 2016;32(2):79-90

B, =0,63

B,=0,11

-1,2 T T T T )

0 o1 02 03 04 05
t(s)

Figura 7. Resposta de deslocamentos (2 modos).

=47 — Exata
By =471 E;
i B=081 | MEF

87
0,2 B, =471 — Exata
] B=081 L MEF
-0,2 —TT T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
t(s)
Figura 10. Resposta de deslocamentos (1 modo).
Tabela 8
Parametros generalizados adicionais
m Parametro Solugdo
exata
1 L(Ns2/m) 3.08 x 104
N(Ns? /m) 1.53 x 10*
2 L(Ns2/m) —0.70 x 104
N(Ns2/m) -1.16 x 108

-0,15 — T T T T T T T
0 o1 02 03 04 05
i(s)

Figura 8. Resposta de deslocamentos (2 modos).

situagdo contrasta com a apresentada neste item, onde as ampli-
tudes sdo independentes da pulsacdo @ do carregamento aplicado
e sera analisada a seguir.

9.4. Vibragdo forcada (excitagdo sismica)

Nesta andlise é empregado o esquema indicado na figura 4,
com a equacgdo de movimento representada pela expressdo (74). Os
parametros generalizados sdo obtidos com o auxilio de (75), (76) e
(79).

A tabela 8 ilustra os parametros generalizados adicionais asso-
ciados a andlise sismica. Neste caso, as equagdes de movimento

B, =0,63
1,27 ﬁ=011 — Exata
J L MEF
0,8
0,4
E o0+
: -
—-0,4
—-0,8
-2 7T T 71 T 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
t(s)

Figura 9. Resposta de deslocamentos (1 modo).

ndo-amortecidas para os 2 primeiros modos do sistema sdo dadas,
respectivamente, por:

(2.57-10%) X; (£) + (2.60 - 107) X; (t) = —4.61 - 10%%g (1) (94)
(1.88-10%) X, (£) + (6.33 - 10%) X, (£) = 1.86 - 10%%g (1) (95)

Casoaexcitagdo do solo X (t) seja do tipo harmonica, as solugdes
das equagdes (94) e (95) ficam reduzidas aos casos anteriores, com
a possibilidade de solugdes analiticas fechadas. Entretanto, para
um registro sismico real, este procedimento ndo é possivel. Neste
caso deve-se empregar uma rotina de integracdo numérica para
avalia¢do daresposta dindmica. As figuras 11-13 ilustram registros
dos eventos sismicos analisados [18], que correspondem a com-
ponente norte-sul do terremoto Imperial Valley-1940 (estag¢do El
Centro), o sismo de Hollister-1974 (estac¢ao City Hall) e o registro
de Loma Prieta-1989 (estacdo Emeryville).

Resultados obtidos com as equa¢des de movimento e com
um modelo numérico em elementos finitos sdo apresentados nas
figuras 14-19. Inicialmente é apresentada a resposta do modo fun-
damental e em seguida a resposta do segundo modo do sistema.

A andlise das figuras 14-19 indica uma tendéncia ja espe-
rada para um registro de natureza sismica. Neste caso é evidente
a participacdo dominante do modo fundamental, com amplitu-
des muitas vezes superiores as obtidas com o segundo modo de

0,4
0,2
C
[~ 0
:>< |
0,2 -
04 +——FT T 7177

2 3
t(s)

Figura 11. Janela de 5s do sismo Imperial Valley.
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-0,15 T T T 1

Figura 12. Janela de 5s do sismo Hollister.

0,3

0,2

t(s)

Figura 13. Janela de 5s do sismo Loma Prieta.

vibragdo. Esta é uma informacdo de interesse pratico imediato, uma
vez que os parametros generalizados obtidos com o procedimento
simplificado sdo praticamente idénticos aos obtidos com a solucdo
analitica exata, conforme indicado na tabela 7. A participa¢do do
modo fundamental fica ainda mais clara quando um espectro de
amplitudes (A) x frequéncias (f) da excitacdo sismica é analisado.

0,06

Runge—kutta (1.° modo)

0,04 7

0,02

u(m)

Figura 14. Resposta do 1.2 modo (Imperial Valley).

2e-4

Runge—kutta (2.° modo) |

u(m)
o
|

—2e-4 T T T T T T T T T 1

Figura 15. Resposta do 2.2 modo (Imperial Valley).

0,008

0,004 —

u(m)

-0,004 —

-0,008 —

—— Runge—kutta (1.° modo)

MEF

-0,012

t(s)

Figura 16. Resposta do 1.2 modo (Hollister).

4E-5 —

2E-5 —

u(m)
o
|

—2E-5 —

—4E-5

—— Runge—kutta (2.° modo)

t(s)

Figura 17. Resposta do 2.2 modo (Hollister).

Este diagrama é apresentado nas figuras 20-22. Verifica-se uma
pequena faixa de baixas frequéncias com elevadas amplitudes. Para
o segundo modo, por exemplo, a frequéncia é de aproximadamente
29Hz, o que implica em amplitudes consideravelmente menores

que as obtidas com o modo fundamental.

0,006 —
0,004 —

0,002 —

g o]
S 4

0,002 —

0,004 —

0,006

—— Runge—kutta (1.° modo)

0

t(s)

Figura 18. Resposta do 1.2 modo (Loma Prieta).

4E-5 —

2E-5 —

u(m)

| = Runge—kutta (2.° modo)

Figura 19. Resposta do 2.2 modo (Loma Prieta).
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Figura 20. Espectro de amplitudes (Imperial Valley).

0,05
] 1.° modo
0,04
—~ 0,03 —
2 .
< 0,02
0,01
0 —
0 4 8 12 16 20
f(Hz)
Figura 21. Espectro de amplitudes (Hollister).
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Figura 22. Espectro de amplitudes (Loma Prieta).

10. Conclusoes

Uma solugdo analitica exata e uma abordagem simplificada
foram apresentadas para avaliagdo de valores préprios, parime-
tros generalizados e reposta dindmica de um sistema viga-cavidade.
O problema foi solucionado inicialmente de forma exata, com a
determina¢do de frequéncias e modos vibragdo acoplados. Esta
abordagem é funcdo direta da solucdo do determinante de uma
matriz de ordem 4 (para uma cavidade totalmente preenchida),
onde os termos componentes estdo associados a séries infinitas.
Uma alternativa proposta neste trabalho consiste na utilizag¢do de
deformadas no vacuo, com posterior formulacdo de uma equagdo
de frequéncias para um dado modo de vibra¢do. Neste caso, o pro-
blema independe da solucdo de um determinante, o que é um dos
grandes atrativos do método. De maneira geral, o procedimento
proposto tera sua validade restrita a situacdes onde os efeitos de

interacdo ndo alteram de forma significativa a configuracdo dos
modos de vibra¢do no vacuo.

Apés a obtengdo de frequéncias e modos de vibragdo o problema
apresenta a mesma sequéncia de solucdo, tanto para a solucdo
exata, como para a abordagem simplificada. Assim, é adotada uma
estratégia em coordenadas generalizadas com a considera¢do ini-
cial de uma vibragdo livre do sistema viga-cavidade. Surge assim o
conceito de acoplamento inercial, onde as for¢as produzidas pelo
fluido complementam a massa da estrutura vibrante.

No caso de uma vibrag¢do for¢ada, surge efetivamente o conceito
de for¢a generalizada, que mais uma vez é obtida com a aplicacdo
do principio dos trabalhos virtuais para posterior constru¢do da
equacdo de movimento da estrutura acoplada. Um caso de interesse
especial é dado pelo problema de excitacdo sismica, onde os efeitos
de interagdo resultam em componentes translacionais e relativas.
Neste caso, ambos os lados da equagdo de movimento sdo influen-
ciados pela intera¢do, com o lado esquerdo recebendo contribui¢cdao
da parte relativa, ao passo que o lado direito recebe contribui¢do do
movimento translacional. Surge assim o conceito de massa e for¢a
efetivas, convenientemente ilustrado na figura 4.

Os resultados obtidos com as abordagens exata e simplificada
foram confrontados com uma analise modal obtida em um modelo
acoplado em elementos finitos. A aproximacdo de frequéncias em
ambos os métodos é excelente, com a solucdo exata apresen-
tando maior precisdo. Em relacdo aos parametros generalizados
verifica-se uma 6tima concordancia obtida entre as 2 aborda-
gens para o modo fundamental. Entretanto, o mesmo ndo ocorre
para o segundo modo do sistema, ja que os efeitos de interacdo
modificam a deformada acoplada, tornando-a distinta de sua res-
pectiva configura¢do no vacuo. As equagdes de movimento foram
formuladas com os parametros generalizados da solu¢do exata
e posteriormente avaliadas para excitagdes senoidais e sismicas.
Os resultados da andlise em vibracdo forcada estdo de acordo
com os obtidos no modelo numérico. A excitacdo senoidal per-
mitiu a avaliacdo da contribuicdo efetiva de modos superiores,
confirmando a validade do procedimento proposto para analises
envolvendo superposi¢do da contribuicdo de modos individuais.
No caso de excita¢des de origem sismica a participacdo do modo
fundamental foi dominante e o procedimento envolvendo apenas
a contribuicdo do primeiro modo foi suficiente para solucao do
problema.

Os resultados desta pesquisa envolvem contribui¢cdes de inte-
resse pratico imediato, jd que problemas envolvendo condic¢des
de contorno distintas, tanto para estrutura, como para cavidade,
podem ser formulados sem maiores dificuldades. Em situagGes
onde acoplamento é importante, recomenda-se a utilizacdo da
solucdo exata, com posterior construcdo de equagdes de movi-
mento para os modos de vibragcdo envolvidos na andlise. No caso
de excita¢des de origem sismica, a participagdo do modo funda-
mental mostrou-se satisfatéria e o procedimento simplificado é
suficiente para solu¢do do problema com precisdo consideravel.
As 2 solugdes permitem tanto a validacdo de solugdes numéricas,
como a andlise paramétrica das variaveis envolvidas no problema
acoplado. Embora uma avaliagdo totalmente analitica ndo seja pos-
sivel, ambos os procedimentos surgem como alternativas viaveis
para complementagdo de solu¢des numéricas.
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