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1. Introducao

RESUMO

Estudam-se os aspectos referentes a qualidade e objetividade das respostas obtidas com as diferentes
formulagdes (simétrica e ndo-simétrica) de elementos incorporados com descontinuidade forte regu-
larizada, assim como com a abordagem continua (distribuida), combinando-se a lei de abrandamento
dependente do tamanho do elemento com um esquema de construc¢do progressiva da trajetéria de des-
continuidade. O estudo é realizado com base nos conceitos de consisténcia cinematica e estatica das
formulag¢des de elementos com descontinuidade incorporada.

© 2010 CIMNE (UPC). Publicado por Elsevier Espafia, S.L. Todos os direitos reservados.

Prediction of crack propagation via local constitutive models with a scheme to
track the discontinuity path

ABSTRACT

This paper addresses the study of the quality and objectivity of responses obtained with the distinct
formulations (symmetric and non-symmetric) of the discontinuity embedded finite elements, as well
as with the local continuum approach (smeared model), in which the softening law dependent on the
element size is combined with a scheme to track the discontinuity path. The study is based on the concepts
of kinematic and static consistency of the embedded discontinuity formulations.

© 2010 CIMNE (UPC). Published by Elsevier Espafia, S.L. All rights reserved.

Como ja é bem conhecido, a abordagem continua apre-
senta problemas numéricos quando aplicada a meios locais e

A simula¢do numérica da formagdo de descontinuidades em
sélidos vem sendo desde longa data um dos temas de continua
pesquisa. Uma das opg¢des muito recorridas refere-se ao emprego
de meios continuos ndo-lineares com abrandamento das ten-
soes por deformacdes (strain softening). A idéia envolvida nessas
aproximagoes consiste em descrever o processo de formacdo da
descontinuidade mediante a perda de resisténcia do material em
bandas estreitas, que, na situagdo limite de completa degradacdo do
material, corresponderiam a superficies de descontinuidade. A des-
continuidade de deslocamentos é entdo representada de maneira
distribuida, através de deformagdes localizadas no interior dessas
pequenas regides, denominadas bandas de localizagdo.
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independentes da velocidade (rate-independent). Tais meios ndo
apresentam limitacdo intrinseca da largura da banda de localizacdo
de deformacdes, fazendo com que a situacdo tedrica mais estavel
corresponda a uma banda de largura nula.

No contexto do Método dos Elementos Finitos (MEF) estabelece-
se uma limita¢do numérica da largura da banda de localizagdo. A
minima dimensdo da regido localizada corresponde ao dominio de
um elemento, fazendo com que aresposta dependa do tamanho dos
elementos empregados na malha. Além da dependéncia do tama-
nho, existe a dependéncia do alinhamento dos elementos na malha.
Se os contornos do elemento ndo estiverem alinhados de maneira
a poder reproduzir adequadamente os modos de deformagdo com-
pativeis com os modos de descontinuidade esperados, a largura da
banda de localiza¢do pode abranger o dominio de varios elementos,
alterando substancialmente a resposta.
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Com o intuito de sanar essas deficiéncias inerentes aos mode-
los continuos, foram propostas diversas alternativas, entre as quais
estd o emprego de meios continuos especiais [1,29,15,14,4,5], que
apresentam intrinsecamente a dimensdo da zona de localizagdo.

No que se refere ao emprego de meios continuos locais, a depen-
déncia do tamanho dos elementos pode ser efetivamente resolvida
mediante a considera¢do do «tamanho caracteristico» do elemento
finito na lei de abrandamento do modelo constitutivo [17]. Busca-
se, com isso, fazer com que a energia total consumida no interior
da banda de localiza¢do seja a mesma, independente do tamanho
dos elementos que a constituem. No contexto da mecanica da fra-
tura, a regido de localiza¢do de deformagdes corresponde a zona
de processo de fraturamento e a energia consumida corresponde
a energia de fratura. Esse recurso é capaz de resolver de maneira
aceitavel a dependéncia do tamanho, mas ndo afeta a falta de obje-
tividade no que se refere ao alinhamento da malha. Nesse sentido,
mais recentemente foram obtidos progressos para a representacdo
objetiva de bandas cisalhantes em situacdes incompressiveis ou
quase-incompressiveis, através de técnicas de estabilizacdo em
formulac¢des de elementos finitos mistos [6,7].

Em contraposi¢do as modelagens continuas, as descontinuas
buscam representar geometricamente a presenca das desconti-
nuidades, seja através da reconstru¢do da malha de elementos
finitos introduzindo novos contornos correspondentes aos faces
das descontinuidades [9]; através do enriquecimento do campo
de deslocamentos da malha de elementos finitos existente [3,8];
ou mediante o enriquecimento do campo de deformagdes de ele-
mentos com descontinuidade incorporada [18,27,2,28,10]. Para
representar a propagacdo da descontinuidade, a primeira op¢ao
exige o emprego de técnicas de reconstru¢do adaptativa da malha,
enquanto a Gltima necessita de um esquema de construgdo da tra-
jetéria de descontinuidade para garantir continuidade da mesma
entre elementos adjacentes [11,24].

Tanto a modelagem descontinua de elementos com descontinui-
dade incorporada como a modelagem continua buscam representar
a descontinuidade através de deformacoes ineldsticas compativeis
com os modos de descontinuidade no interior do elemento. A exis-
téncia desse aspecto comum entre as duas abordagens sugere que a
sensibilidade da resposta ao alinhamento na modelagem continua
pode ser tratada com o mesmo esquema de constru¢do da traje-
téria de descontinuidade da formulagdo de elementos finitos com
descontinuidade incorporada. O esquema usa um critério objetivo
para orientacdo da banda de localizagdo em fung¢do do estado de
tensoes, independentemente dos contornos do elemento. A banda
de localizac¢do fica entdo confinada a largura de um elemento,
impondo-se que somente os elementos pertencentes a trajetéria
possam apresentar comportamento ndo-linear com abrandamento,
permanecendo os demais elementos da malha em regime elastico-
linear.

No presente trabalho estudam-se os aspectos referentes a qua-
lidade e objetividade das respostas obtidas com as diferentes
alternativas (ndo-simétrica e simétricas) de elementos com des-
continuidade incorporada, e emprega-se a abordagem continua,
combinando-se a lei de abrandamento dependente do tamanho do
elemento com um esquema de construgdo progressiva da trajet6-
ria de localizagdo. O estudo é realizado com base nos conceitos de
consisténcia cinematica e estatica das formulagdes de elementos
com descontinuidade incorporada.

2. Elemento finito com descontinuidade incorporada

Considere o elemento finito de trés nés da figura 1(a), de domi-
nio bidimensional €2, atravessado por uma interface descontinua,
Se, que divide o elemento em duas partes isolando o n6é 1 dos
demais. Seja n={ny, ny}T o vetor unitario normal a interface, e
m = {my, my}T={0, 1}T o vetor unitrio normal ao lado oposto ao

a . b [[u]
v (n6 isolado) y
'y
Se
n - [[u]]
‘QE
ik LY .
; p

Figura 1. Elemento finito com descontinuidade incorporada.

no isolado 1, de acordo com um sistema de referéncia cartesiano
local (x, ¥) com o eixo x paralelo ao lado oposto ao né isolado (ver
figura 1(a)).

A presenca da descontinuidade proporciona um deslocamento
relativo do né isolado com relagio aos demais, que pode ser
expresso da seguinte forma:

d; = [u]
d,=0 (1)
d;=0

onde o vetor a,- (i=1,2,3)agrupa as componentes dos deslocamen-
tos de cada né produzidos pela descontinuidade e [u] é o vetor das
componentes dos deslocamentos relativos na interface desconti-
nua (ver figura 1(b)).

Os deslocamentos nodais produzidos pela descontinuidade, d;,
sdo provenientes de deslocamentos de corpo rigido entre as duas
por¢oes do elemento separadas pela descontinuidade. Portanto, ao
determinarem-se as deformagdes, € ={€x, €, Yx/}T, a partir dos
deslocamentos nodais do elemento, d;, a componente dos deslo-
camentos nodais associados a descontinuidade deve ser subtraida,
ou seja:

3
€= Bi(d—d)
i=1

3
= ZBi d; — By[u]
i—1

=Bd-¢€

onde a matriz B agrupa as matrizes B; (deformac¢do-deslocamento)
convencionais do M.E.F., o vetor d agrupa os vetores de desloca-
mentos nodais de todos os nés, d;, e & = B;[[u]] corresponde a parte
das deformagoes associadas ao deslocamento de corpo rigido pro-
veniente da descontinuidade. Segundo o sistema de referéncia local
adotado, tem-se:

oN;

— 0
& ™ | °
N N] ux ]
e = 0 —_ = — u 3
o o | { f ”
Vxy oN1 0Ny Tull,

ay ox

onde N; é a func¢do de forma convencional do M.E.F. associada ao
no isolado e [, é a distancia entre o n6 isolado e o seu lado oposto
(ver figura 1.a), denominada aqui «comprimento caracteristico» do
elemento. Na equacgdo (3) teve-se em conta que

{ON1/0x, ON1/03y} = {mx/le, my/le}

—0.1/1u) (4)
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Considerando-se comportamento elastico-linear na parte con-
tinua do elemento, as tensées (o = {0, oy, rxy}T) podem ser obtidas
por

o = De

— D(Bd- &) )

onde D é a matriz constitutiva elastica linear. Na equagdo (5)
observa-se que as deformac¢des € desempenham o papel de
deformacoes ineldsticas compativeis com o deslocamento relativo
do n6 isolado proveniente da descontinuidade. As deformagdes €
correspondem, portanto, a forma equivalente (distribuida) da des-
continuidade [u] sobre o dominio do elemento. A condi¢do de
compatibilidade com a descontinuidade exige que € tenha a estru-
tura mostrada na equagdo (3), que impde que a componente da
deformacdo especifica na direc¢do x seja nula, ou seja:

& =0 (6)

Tendo-se em conta que as tensdes sdo constantes no elemento, o
vetor de forcas internas do elemento pode ser expresso por

£ = / B! o dS2.
Qe (7)

=Bl oA

onde A. é a area do elemento finito.

A formulagdo do elemento finito com descontinuidade incorpo-
rada ficacompletamente definida introduzindo-se a lei constitutiva
discreta da interface, t([u])), que estabelece a relacio entre as com-
ponentes da descontinuidade e as for¢as de superficie, juntamente
com a condi¢do de continuidade entre as forcas de superficie da
parte continua e da interface:

t([u) -N"o =0 (8)

Levando-se em conta as expressoes (5) e (3), as equagdes (7) e (8)
podem ser reescritas como

f,, —=B'D (Bd - IM[[u]]) Ao 9)
t([u]) - N" D (Bd— IM[[u]]) —0 (10)
onde

NT =

0 ny ny 0 my my

ng O ny]: MT:IEBT:{mx 0 my} (11)

Em um esquema de solu¢do ndo-linear incremental e iterativo
baseado em deslocamentos, para um dado vetor de deslocamentos
nodais do elemento, d, é possivel encontrar as corresponden-
tes descontinuidades, [Ju], resolvendo-se localmente o sistema de
equacgdes ndo-lineares (10). Pode-se entdo obter as forcas internas
do elemento diretamente a partir da expressao (9).

Diferenciando-se a equagio (10), obtém-se:

[4] = (K + N"DM/l) 'N"DBd (12)

onde K’ =3 t([u]])/8[u] é a matriz constitutiva tangente discreta da
interface.

Diferenciando-se a equagdo (9) e tendo-se em conta a equagio
(12), obtém-se:

f.,r — B'D(BA — IM[[n]])Ae
e
- [BTDB - llBTDM(K/ +N'DM/L.) 'N"DB| A.d (13)
e

Kd

onde
K= [BTDB - llBTDM(K’ + NTDM/le)”NTDB Ae (14)
e

é a matriz de rigidez do elemento.

E importante observar que, ainda que D e K’ sejam simétricas,
em geral a matriz de rigidez (14) ndo resulta simétrica. A matriz
K somente sera simétrica na situac¢do particular de os vetores uni-
tarios n e m coincidirem, ou seja, quando a descontinuidade for
paralela ao lado do elemento oposto ao né isolado, fazendo com
que N=M na expressdo (14).

2.1. Formulagdes simétricas

Variagdes da formula¢do apresentada podem ser obtidas de
maneira a obter matrizes de rigidez simétricas. Entretanto, tais
formulac¢des simétricas ndo sdo capazes de descrever simultanea-
mente o campo de deformag¢bes compativel com a descontinuidade
e acondicdo de equilibrio de for¢as de superficie na interface, referi-
das aqui como consisténcia cinematica e estatica, respectivamente.

Uma formulacdo simétrica cinematicamente consistente pode
ser obtida substituindo-se o vetor unitario n por m (ou N por M)
nas equagdes anteriores. Nesse caso, as deformagdes associadas as
descontinuidades continuam expressas por

e:%hﬂ (15)

e a condicdo de equilibrio na interface passa a ser expressa por
t([u) - M" D (Bd— IM[[u]]) —0 (16)
e

que somente corresponde a condi¢do de equilibrio original na
situacdo particular em que n=m. Em geral a formulacdo ndo é
estaticamente consistente.

Por outro lado, a formulagdo simétrica estaticamente consis-
tente é obtida substituindo-se m por n (ou M por N) nas equac¢des
anteriores, conduzindo a:

é:ghﬂ (17)
t(u])=N" D (Bd— lﬂﬂu]]) —0 (18)

Note-se que nesse caso a consisténcia cinematica é perdida, exceto
na situag¢do particular em que os vetores unitarios n e m coincidem.

2.2. Descontinuidade forte regularizada

A interface de descontinuidade no campo de deslocamentos
(descontinuidade forte) pode ser representada como o caso limite
de uma banda de localiza¢do de deformag¢des de largura tendendo
a zero. Desde esse ponto de vista, o comportamento ndo-linear
da interface pode ser descrito através de relagdes constitutivas
locais do tipo continuas (tensdes versus deformagdes) nos pontos
materiais do interior da banda. Para isso, o modelo constitu-
tivo deve satisfazer algumas condi¢cdes para que seja compativel
com deformag6es cujos valores tendem ao infinito com o estreita-
mento da banda [22].

Representando-se a interface de descontinuidade forte por uma
banda de largura k (ver figura 2), o campo de deformag6es em seu
interior pode ser aproximado por [19]:

€ =€+ %[[u]]
M N (19)
=Bd - E[[u]]-‘r E[[u]]

O campo de tensdes correspondente pode ser obtido mediante
um modelo constitutivo local. Nesse caso, no lugar da equagdo (8),
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([u]]

Figura 2. Elemento finito com descontinuidade forte regularizada.

a equacdo de continuidade de forcas superficiais dentro e fora da
banda fica expressa por

NTG’S(Gs)—NTO’ZO (20)

onde o5( e ) representa a relagdo constitutiva do tipo continua, que
retorna tensdes a partir das deformacdes na interface. Pode-se
demonstrar que quando k tende a zero, recai-se em um problema
de descontinuidade forte e a relagdo constitutiva do tipo continua
transforma-se em discreta, relacionando forcas de superficies com
descontinuidades de deslocamentos [21,20,22].

Esse tipo de aproximac¢do também é denominado Aproximacdo
Continua de Descontinuidades Fortes (ACDF) e tem sido usada
com éxito em problemas da mecanica da fratura, entre outros
[23,13,12,25].

2.3. Construgdio da trajetéria de descontinuidade

A corretarepresentacdo da descontinuidade incorporada no ele-
mento exige que o campo de deformagdes seja condizente com o
deslocamento relativo do né solitario, tal como ilustra a figura 1.
Como foi visto, a construc¢do da cinemédtica compativel com a des-
continuidade necessita do reconhecimento do né solitario entre
os trés no6s. Nao é necessario conhecer a posicdo exata da inter-
face no interior do elemento, bastando conhecer a maneira como a
descontinuidade atravessa o elemento, isolando um né dos demais.

A linha de descontinuidade no interior do elemento representa
somente um segmento da trajetéria de descontinuidade, que se
propaga ao longo de uma fila de elementos. Assim como ocorre
em um elemento, os nés do conjunto de elementos descontinuos
também devem ser separados de maneira condizente com a trajet6-
ria. Caso contrario, a cinemadtica da descontinuidade ndo podera ser
devidamente representada, acarretando travamento de tensdes.

Portanto, faz-se necessario o uso de um esquema de construcdo
da trajetéria que garanta a continuidade da mesma nos contor-
nos entre elementos vizinhos. Para isso, nesse trabalho emprega-se
um esquema de constru¢do progressiva de uma linha poligonal
(ver figura 3). O esquema utiliza um critério de inicio da formagado
de descontinuidade em conexdo com um critério de definicdo da
direcdo da descontinuidade, n., em func¢do do estado de tensdes
em cada elemento.

3. Modelo constitutivo elasto-plastico
Para representar o comportamento ndo-linear da zona de

localizacdo, emprega-se o modelo constitutivo elasto-plastico defi-
nido pelas seguintes equagdes [26]:

=D(e—¢€") (21)
p 5 0P
€ _)L% (22)

q=HM)A (23)

Trajetoria de

descontinuidade
Contorno

Figura 3. Esquema de construgdo da trajetéria de descontinuidade.

47" | (Fav]
e gm0 Rankine
G —| p=0
d 9<0

Figura 4. Modelo constitutivo elasto-plastico: (a) lei de abrandamento; (b) super-
ficie de plastificagdo.

onde D é a matriz constitutiva eldstico-linear, €’ é o vetor de
deformacgoes plasticas, A é o multiplicador plastico, g é a variavel
interna de encruamento, e H é o mdédulo de encruamento.

As situacbes de carga e descarga sdo caracterizadas pelas
condi¢6es de Kuhn-Tucker:

#0,q)<0, L=0, A¢(o,q) =0 (24)

onde ¢ é a func¢do de plastificacdo que define o dominio elastico
#(0, q)<0.

No presente trabalho adotam-se as seguintes expressdes para a
superficie de plastificacdo e lei de abrandamento:

0. 91= /2 5] +p—a 25)

qA)=oye™; H\) = % =—Acgye™™ (26)
onde p=Tr(c)/3 é a tensdo média, S=o —pl é a tensdo desvia-
dora, oy é a tensdo de plastificagdo uniaxial, e A é o parametro de
abrandamento. A figura 4 ilustra a lei de abrandamento exponen-
cial adotada e a superficie de plastificacdo no espaco de tensdes
principais o1 — 0.

4. Energia consumida

Pode-se demonstrar que a poténcia especifica consumida pelo
modelo elasto-plastico é dado por:

P=0cé =qi (27)
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Assim, para que a energia especifica total consumida no interior
de uma banda de localizacdo seja independente da largura, h, dessa
banda, deve-se ter

h/Pdt:h/ qdh=G (28)
0

com G constante. No contexto da mecanica da fratura, G corres-
ponde a energia de fratura, considerada como uma constante do
material. Tendo-se em conta a equacdo (26), a igualdade (28) se
cumpre quando

A=%h:i\h (29)

ou seja, o pardmetro de abrandamento deve depender da lar-
gura da banda. Na equacio (29), a constante A= oy/G denomina-se
«parametro de abrandamento intrinseco» [18].

Na formulag¢io de elementos finitos com descontinuidade forte
regularizada, h corresponde a largura da banda no interior do ele-
mento (figura 2), ou seja:

h=k (30)
5. Modelo continuo
5.1. Consisténcia cinemdtica

Para o modelo constitutivo elasto-plastico, o campo de
deformac6es no interior do elemento finito pode ser expresso por:

€—Bd_eP (31)

Comparando-se a expressao (31) com o campo de deformacgdes do
elemento com descontinuidade incorporada (2), verifica-se a cor-
respondéncia entre as deformagdes plasticas do modelo continuo,
€P, com as deformagdes equivalentes do modelo descontinuo, €.
Portanto, se o modelo continuo pretende representar o desconti-
nuo, as deformacdes plasticas (inelasticas) devem ser compativeis
com o deslocamento relativo do né isolado, associado com a
presenca de uma descontinuidade no interior do elemento. Isso
somente ocorrerd se a condi¢cdo de consisténcia cinematica da
equacdo (6) for satisfeita, ou seja, se

=0 (32)

Dado que em geral a condicdo (32) ndo se cumpre, conclui-se que
o modelo continuo é cinematicamente inconsistente.

Portanto, a consisténcia cinemadtica somente tera lugar na
situacdo particular na qual a componente da deformagdo inelastica
nadirec¢do paralela ao lado oposto ao né isolado for nula. Nesse caso,
as componentes da descontinuidade resultante podem ser estima-
das a partir das deformagdes inelasticas mediante a equagdo (3),
resultando

Tull, Vay
=35 (33)
[ul, €
5.2. Comprimento caracteristico

Na modelagem continua, a largura da banda de localizacdo deve
relacionar-se ao tamanho dos elementos que a compdem. Portanto,
para obter-se a quantidade correta de energia consumida no inte-
rior da banda, é necessario estabelecer uma dimensao do elemento
atravessado pela trajetéria de localizag¢do que caracterize a largura
h na equacgdo (29). Com base na formula¢do de elementos com des-
continuidade incorporada, nesse trabalho propde-se o emprego da
distancia . entre o n6 isolado e seu lado oposto (figura 1(a)):

-1
N
h=Il = <8y> (34)

6. Anadlises numéricas
6.1. Teste de tragdo uniaxial

A figura 5 apresenta a geometria e as condi¢des de contorno
do teste de tragdo simples. Controla-se o deslocamento da borda
superior do espécime a fim de obter a curva de resposta estrutu-
ral (forca-deslocamento) pds-critica. A andlise numérica é feita em
tensdo plana e o material é considerado elasto-plastico, de acordo
com o modelo constitutivo apresentado anteriormente, com as
seguintes propriedades: médulo de Young E =32 MPa, coeficiente
de Poisson v =0, tensdo de plastifica¢do uniaxial oy =2 MPa, e para-
metro de abrandamento intrinseco A=200cm~!. A espessura fora
do plano de andlise é de 5 cm.

As andlises sdo realizadas utilizando-se o modelo continuo
(Cont) e as trés possibilidades de aproximagdes descontinuas
de elementos com descontinuidade incorporada: ndo-simétrica
estatica e cinematicamente consistente (NS-EC), simétrica estatica-
mente consistente (S-E) e simétrica cinematicamente consistente
(S-C). Nos modelos descontinuos emprega-se a aproximacdo de
descontinuidade forte regularizada com k=0, 1 cm.

Em todos os casos emprega-se o esquema de construcao da tra-
jetéria de descontinuidade, na qual a orientacdo do seguimento em
cada elemento é fixado ortogonalmente a dire¢cdo da maior tensao
principal no instante de inicio de plastificacdo. Os elementos situ-
ados fora da trajetéria de localiza¢do tém comportamento elastico
linear. Portanto, no presente teste a trajetoria de localizagdo cor-
responde a uma linha reta transversal a tensdo normal imposta.
Dada a homogeneidade das tensdes antes do inicio da plastificacdo,
a posicdo da trajetéria é estabelecida a priori.

A resposta analitica do teste de tragcdo uniaxial com o modelo
elasto-plastico empregado corresponde ao desenvolvimento da
componente de deformacdo plastica normal a trajetéria, éf, +0,
permanecendo as demais componentes nulas, ou seja, éﬁ =0e
j/)’zy = 0 (os indices maidsculos X e Y referem-se ao sistema de refe-
réncia cartesiano global da figura 5). Essa resposta caracteriza o
modo de deformacdo de abertura (modo I).

A figura 6 mostra as diferentes discretizacdes empregadas nas
andlises. Sdo malhas com elementos finitos com contornos ali-
nhados (Malha A) e ndo-alinhados (Malha B) com a trajetéria de
localizagdo horizontal. Nas malhas alinhadas, o sistema de referén-
cia cartesiano local (x, y) de cada elemento pertencente a trajetéria

A
Y £
(&)
o
X (ep]
Y
15cm
|

Figura 5. Teste de tracdo uniaxial.
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Figura 6. Malhas de elementos finitos para o teste de tragdo uniaxial.

coincide com o sistema global (X, Y). Na figura 6 também pode-
se apreciar as configura¢des deformadas das malhas de elementos
finitos no final da andlise, que se mostraram similares para todas
as aproximacoes.

A figura 7 mostra as respostas estruturais obtidas com as dis-
tintas aproximac¢des numéricas. Pode-se notar que para a malha A,
todas as aproximacgdes forneceram exatamente a mesma resposta,
evidenciando que as aproximacdes descontinuas sdo similares
quando a malha é alinhada com a descontinuidade. A aproximagao
continua se assemelha as descontinuas nesse caso, posto que a
condicdo de consisténcia cinematica da equacdo (6) é satisfeita
para todos os elementos pertencentes a trajetéria. As curvas obti-
das com a malha B mostram que as aproximag¢des descontinuas
simétricas e a continua ndo sio capazes de reproduzir adequada-
mente os modos de deformacgdo do problema sem mobilizacdo das
deformacgdes elasticas, gerando curvas estruturais mais elevadas.
Entretanto, a mobilizacdo das deformacgdes elasticas ndo é pro-
porcional ao desenvolvimento progressivo das inelasticas. A forma
decrescente de todas as curvas estruturais refletem o relaxamento
das deformacdes elasticas e, consequentemente, das tensdes.

Afigura 8 mostra a distribui¢do das tensdes normais oy namalha
B para um deslocamento §=0, 01 cm. Pode-se observar na figura
que a falta de consisténcia cinematica da aproximagdo desconti-
nua estaticamente consistente (S-E) e da continua (Cont) mobiliza
deformacgoes elasticas, que se refletem na perda da homogeneidade
das tensdes. Embora a falta de homogeneidade das tensdes ndo
seja tdo acentuada para a aproximacdo simétrica cinematicamente

25

consistente (S-C), a falta de consisténcia estatica proporciona ten-
sGes superiores as esperadas.

6.2. Painel de concreto com dois entalhes

A andlise esta baseada nos experimentos realizados por Nooru-
Mohamed [16] em painéis quadrados de concreto com dois entalhes
profundos, submetidos primeiramente a cisalhamento e posterior-
mente a tracdo. Os experimentos envolvem a apari¢do de duas tra-
jetérias de fratura curvas independentes, decorrentes da imposi¢do
de carregamentos ndo-proporcionais. A figura 9 ilustra a geometria
e as condi¢des de contorno do teste. Primeiramente aplica-se uma
forca horizontal Ps = 10 KN, transmitida a parede lateral esquerda
superior do painel através de elementos que simulam uma placa
metdlica conectada ao painel. A for¢a horizontal é mantida cons-
tante durante o restante da andlise. Posteriormente impde-se a
borda superior deslocamentos verticais crescentes. As condi¢des
de contorno sdo impostas de maneira a impedir rotacdo das extre-
midades durante toda a andlise. As propriedades do material sdo as
mesmas empregadas na analise anterior. O esquema de construcao
da trajetoéria consiste em avangar a linha poligonal a medida que
os elementos situados no fronte da mesma plastificam. Parte-se
dos elementos situados nas pontas dos entalhes. A orientacdo de
propagacdo é ortogonal a direcdo da maior tensdo principal.

As figuras 10(a) e 10(b) mostram as configuracdes indefor-
mada e deformada da malha de elementos finitos empregada, nas
quais se destacam os elementos finitos pertencentes a trajetéria
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Figura 7. Respostas estruturais do teste de tracao uniaxial.
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Figura 8. Distribui¢do das tensdes oy para as diferentes aproximacdes.
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Figura 9. Painel de concreto com dois entalhes.

de descontinuidade. Na figura 10(c) estdo representadas as tra-
jetérias de descontinuidade no final da andlise obtidas com as
diferentes aproximacdes. Pode-se observar que o esquema usado
para a construcgdo das trajetorias é capaz de proporcionar posi¢oes
das descontinuidades bem préximas as experimentais para todas
as aproximacdes analisadas. Entretanto, como pode ser observado

Pn [KN]

i i i i i i
0,012 0,014 0,016

0 i
0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01

Un [cm]

Figura 11. Respostas estruturais com as distintas aproximacgdes.

na figura 11, as curvas de respostas estruturais ndo ofereceram
a mesma similaridade. As respostas obtidas com a formulacdo
simétrica (S-C) e com a aproximagdo continua (Cont) também cor-
respondem a curvas estruturais mais elevadas. Ja a resposta obtida
com a aproximacdo simétrica (S-E) reflete um acentuado trava-
mento de tensdes.

S %

5

Figura 10. Painel de concreto com dois entalhes: (a) malha indeformada; (b) malha deformada; (c) posi¢des das fissuras.



0.L. Manzoli / Rev. int. métodos numér. cdlc. disefio ing. 2011;27(3):180-188 187

7. Conclusoes

Realizou-se um estudo comparativo da performance das alter-
nativas ndo-simétrica e simétricas de elementos finitos com
descontinuidade forte incorporada, caracterizadas aqui como
modelagens descontinuas. Analisou-se também o potencial da
modelagem continua para a representacdo da formagdo de descon-
tinuidades em sélidos, através do emprego de modelo constitutivo
elasto-plastico com abrandamento de tensdes. Os estudos focaram
os aspectos relacionados a objetividade das respostas com respeito
a discretizagdo espacial.

De acordo com o ponto de vista do presente trabalho, tanto
as modelagens descontinuas como a continua, direta ou indire-
tamente, representam a descontinuidade no interior do elemento
através da introducdo de deformagdes inelasticas «equivalentes».
Essas deformagdes ineldsticas buscam reproduzir os mesmos des-
locamentos relativos entre os nés do elemento que resultariam da
presenca de uma descontinuidade interna. Verificou-se que a con-
sisténcia cinematica entre deformacdes ineldsticas «equivalentes»
e modos de descontinuidade é fundamental para a obtengdo de
solucdes objetivas. Do ponto de vista dos modelos descontinuos,
a consisténcia cinematica é obtida pela correta constru¢do do
campo de deformacdes «equivalentes», de acordo com a geo-
metria do elemento e a posi¢io da descontinuidade em seu
interior.

As modelagens continuas ndo permitem intervencdo da geo-
metria nas componentes da deformacao inelastica, podendo essa
resultar cinematicamente inconsistente com os modos de descon-
tinuidade que se pretende simular. Para elementos de trés nés,
demonstrou-se que a consisténcia cinematica ocorre somente para
valores nulos da componente da deformacdo ineldstica na direcdo
do lado oposto ao né isolado pela linha de descontinuidade que
se pretende representar no interior do elemento. Dado que as
deformagoes inelasticas dos modelos constitutivos ndo cumprem
essa restricdo, as respostas obtidas sdo sensiveis a orienta¢do dos
contornos dos elementos da malha.

As analises numéricas apresentadas evidenciam que somente
o modelo descontinuo ndo-simétrico estdtica e cinematicamente
consistente (NS-EC) produz resultados insensiveis & malha. O
modelo simétrico cinematicamente consistente (S-C), apesar de
apresentar tensdes superiores para malhas ndo alinhadas a descon-
tinuidade, ndo mobiliza as deformacgdes elasticas do elemento na
mesma propor¢do das deformagdes ineldsticas, que crescem inde-
finidamente com o carregamento. As respostas estruturais obtidas
com esse modelo, apesar de apresentarem dependéncia ao alinha-
mento, refletem a lei descendente do modelo constitutivo com
abrandamento.

No que se refere a modelagem continua, verifica-se que o con-
trole da energia consumida pelo modelo constitutivo em fun¢do
do «comprimento caracteristico» resolve a questdo da sensibili-
dade ao tamanho dos elementos. O emprego de um esquema de
construcdo da trajetéria de descontinuidade é capaz de propor-
cionar posi¢des da trajetéria independentes do alinhamento dos
elementos da malha, entretanto a resposta estrutural permanece
sensivel ao alinhamento dos lados dos elementos. Essa sensibili-
dade ao alinhamento decorre da falta de consisténcia cinemadtica.
Também nesse caso, as deformacdes eldsticas ndo sdo mobilizadas
na mesma propor¢do das inelasticas. As respostas estruturais sao
compativeis com o abrandamento de tensdes da lei constitutiva,
sem apresentar efeitos tipicos de travamento de tensdes.

Portanto, o modelo continuo munido de controle de energia
consumida combinado com um esquema de construcdo da trajet6-
ria de descontinuidade pode ser uma ferramenta importante para
analises qualitativas ou preliminares de problemas envolvendo
descontinuidades, desde que reconhecidas as limita¢des apresen-
tadas no presente artigo.

Todas as formulagdes apresentadas aqui sdo similares para os
casos particulares nos quais a descontinuidade é paralela ao lado
oposto ao no isolado dos elementos com descontinuidades incor-
poradas e, para a modelagem continua, quando a componente da
deformacdo inelastica na direcdo do lado oposto ao né isolado é
nula.
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