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En este trabajo se realiza una exposicién de los métodos estadisticos
que se utilizan mas frecuentemente en el analisis de medidas repeti-
das, haciendo énfasis en el tipo de datos y las limitaciones de cada
método. El objetivo principal consiste en dar una vision comparativa
de los distintos métodos desde un punto de vista practico en el entor-
no de aplicaciones médicas. Para cada una de las aproximaciones se
plantea una breve introduccion matematica, una discusion de las
condiciones de aplicacion que permiten tener una idea del tipo de di-
sefios en los que se puede utilizar y, finalmente, el analisis de unos
datos concretos con una breve discusién de resultados.
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Repeated measures analysis

In this chapter we present the most frequent statistical methods used
on the repeated measures analysis, putting emphasis on the different
types of data and the limitation of each method. The main objective
consists in giving a comparison of the different methods from a prac-
tical point of view and with a medical perspective. For each approach
we give a brief mathematical introduction, a discussion about the
conditions for its application suggesting what kind of data are appro-
priated and, finally, it is illustrated by the study of the analysis of
some data sets including a brief discussion of the results.

Key words: Repeated measures. Longitudinal analysis. MANOVA. Mixed
models.

Introduccion

En medicina clinica es frecuente disefiar ensayos en los que
se dispone de varias observaciones del mismo sujeto y se
pueden tener ademas varios grupos de sujetos. Una de las
situaciones mas frecuentes en estos ensayos consiste en el
analisis de datos en los que se dispone de la evolucion de
alguna variable a lo largo del tiempo para cada individuo
(peso de pacientes, crecimiento tumoral, etc.) en diferentes
situaciones experimentales (diferentes tratamientos, diferen-
tes dietas, distinguiendo por sexos, etc.) y el objetivo del es-
tudio consiste en realizar la comparacion de los grupos me-
diante la comparacién de las curvas obtenidas. En otras
situaciones las observaciones repetidas sobre un mismo in-
dividuo vienen ocasionadas por el hecho de que se sabe
que la variabilidad entre los individuos que se utilizan para
realizar un determinado ensayo es muy grande. En este
caso, con una observacién por individuo sera dificil determi-
nar, entre las diferencias entre grupos que se observan, qué
componente es debido a los tratamientos administrados y
qué componente es debido a la propia variabilidad de la
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muestra analizada. En estas situaciones suele ser interesan-
te obtener varias medidas del mismo individuo para poder
tener una aproximacion (en términos estadisticos nos referi-
remos a control) a esta variabilidad individual.

El concepto de medidas repetidas es un término que englo-
ba las situaciones comentadas anteriormente. En términos
generales, se utiliza en aquellas situaciones en las que la
variable respuesta en cada unidad experimental se mide en
multiples ocasiones y, posiblemente, en condiciones experi-
mentales distintas. Su ambito de aplicaciéon es variado, in-
cluyendo la biologia, medicina, educacioén, psicologia, eco-
nometria, etc.

Como se ha indicado anteriormente, este tipo de andlisis
suelen plantearse en estudios que son longitudinales por na-
turaleza, es decir, cuando las medidas se realizan a lo largo
del tiempo. En estos casos para cada individuo se dispone
de una curva que indica el comportamiento de la variable
obtenida a lo largo del tiempo y, por lo tanto, el interés se
centra en el modelo matematico que expresa la respuesta
como una funcién del tiempo. Esta funcién, en general, sera
no-lineal. En el mejor de los casos, podremos proponer una
expresion determinada para esta funcién teniendo en cuenta
las caracteristicas del proceso que estamos observando. Sin
embargo, en muchos casos deberemos considerar modelos
mas generales (lineal, cuadratico, etc.).

En determinados estudios experimentales, las medidas re-
petidas corresponderan a la asignacion de distintos trata-
mientos a los sujetos del estudio. En estos casos a cada in-
dividuo se le administran todos los tratamientos que se
desean estudiar dejando un periodo prudencial de tiempo
entre la administracion de dos tratamientos consecutivos
para evitar una posible interaccion entre ellos. En el analisis
de este tipo de situaciones el valor del tiempo en que se re-
aliza cada medida es irrelevante, y el objetivo se centrara en
la comparacion de los tratamientos teniendo en cuenta que
se dispone de una medida de la variabilidad individual al
disponer de varias medidas sobre el mismo sujeto. Un caso
particular de este tipo de andlisis son los disefios cross-over.
A modo de resumen, la tabla 1 indica las ventajas y los in-
convenientes de este tipo de anélisis en su aplicacion en es-
tudios clinicos.

Independientemente del disefio experimental con medidas
repetidas que se utilice en una situaciéon concreta, una de
las caracteristicas particulares comin a todos ellos es la
existencia de una estructura de correlaciones muy particu-
lar entre los datos: las observaciones de un mismo individuo
estan correlacionadas, mientras que las observaciones de
individuos distintos estan incorrelacionadas. Este hecho
plantea una serie de problemas desde el punto de vista de
analisis estadistico cuya solucion, teniendo ademéas en
cuenta el tipo de cuestiones a resolver, da lugar a distintas
aproximaciones al problema. En este trabajo se van a indi-
car los métodos mas habituales para abordar este tipo de
problemas en funcién del disefio particular y de los objeti-
vos del estudio, haciendo hincapié en la adecuacion de
cada método a cada situacién concreta.
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TABLA1

Ventajas e inconvenientes en el analisis de medidas
repetidas

Ventajas del anélisis

Permiten evaluar eficientemente los cambios entre unidades
experimentales y, dentro de éstas, a lo largo del tiempo

Dada la correlacién positiva que existe entre las observaciones de una
misma unidad experimental, las comparaciones entre los
tratamientos asignados a cada unidad experimental se haran
COoNn mas precision

Desventajas del anélisis

Dada la correlacion positiva que existe entre las observaciones de
una misma unidad experimental, las comparaciones entre
los tratamientos asignados a cada unidad experimental se haran
Ccon mas precision

Las comparaciones entre tratamientos asignados a grupos
de individuos (con el mismo tratamiento a lo largo del tiempo)
se realizan de forma menos eficiente

Usualmente aparece una heterogeneidad entre las medidas repetidas
que se suele reflejar en una heterocedasticidad, es decir, una
varianza distinta a lo largo del tiempo. Este problema es
caracteristico en las curvas de crecimiento en las que en el tiempo
inicial las curvas de las unidades experimentales parten
practicamente de un mismo punto, mientras que a medida que
avanza el tiempo se van dispersando cada vez més. La solucién a
este problema requiere una cierta habilidad para encontrar el
modelo de heterocedasticidad adecuado

En el ambito de la investigacién médica, este tipo de técni-
cas proporciona una herramienta de analisis de datos muy
interesante. Por ejemplo, se ha aplicado a la evaluaciéon de
curvas de glucemia! y al estudio de la concentracion de far-
macos en sangre?. El estudio de curvas de crecimiento es
otra de las aplicaciones muy frecuentes®. Otros ejemplos de
aplicacion serian el estudio del efecto de determinados tra-
tamientos en el grosor de la cérnea* o la evaluacién de un
programa de vacunas de la hepatitis BS.

Desde un punto de vista técnico, y dada la importancia cre-
ciente de estas técnicas en medicina, han aparecido distin-
tas revisiones que, desde distintos puntos de vista, analizan
los principales métodos estadisticos de forma descriptiva® o
bien con una cierta base estadfstica’1°.

TABLA 2

Conceptos relacionados en distintos tipos de disefios
y técnicas de andlisis de medidas repetidas

Datos longitudinales

En los que se estudia la variacién de la respuesta a lo largo del tiempo.
En ellos, fundamentalmente, interesa conocer el modelo que
relaciona la respuesta con el tiempo

Medidas repetidas

Se asignan repetidamente una serie de tratamientos a cada individuo,
de forma que cada unidad experimental se considera control de sf
misma. Este nombre ha pasado a designar de forma general los
estudios en que se observa un individuo de forma repetida,
independientemente de la forma del experimento

Curvas de crecimiento

La relacion que se desea estudiar es la de la respuesta en funcion de

la dosis o bien en funcion del tiempo siendo ésta creciente
Datos agrupados (multilevel)

Son usuales cuando se estudian poblaciones con una estructura
jerérquica (ciudad, hospital, etc.). En estos estudios el objetivo es
saber en qué medida las caracteristicas de un determinado nivel
afectan al valor de la variable respuesta

Datos multivariantes

Se habla de datos multivariantes cuando se dispone del valor de varias
variables sobre una misma unidad experimental,
independientemente de como son estas variables y del tipo de
correlacion que exista entre ellas. En este caso una observacion
multivariante de un individuo seria el conjunto de medidas repetidas
obtenidas en el mismo

Datos correlacionados

Este nombre incluye todo tipo de datos en los que se observa una

cierta estructura de correlacion

A pesar de que existe ya abundante informacion al respec-
to, no se encuentra una exposicion de las distintas aproxi-
maciones al analisis estadistico en estos ensayos en la que
se haga mas énfasis en el tipo de resultados que se pueden
obtener con un ejemplo numérico de cada uno de los méto-
dos que se pueden aplicar. Esta revision se ha planteado
con el objetivo de suplir este vacio.

Definiciones basicas

De cara a una mejor comprension de los métodos de ana-
lisis en los disefios de medidas repetidas es preciso defi-
nir algunos conceptos estadisticos que son caracteristicos
de estos métodos. Se suele referir como covariables a
aquellas variables o factores que pueden afectar a la res-
puesta. Estas covariables pueden clasificarse en dos cate-
gorias:

— Internas (inner, within). varian en las observaciones de
una misma unidad experimental. Por ejemplo, serfan el
tiempo, los tratamientos en un disefio cross-over, etc.

— Externas (outer, between). se mantienen constantes para
todas las observaciones de una misma unidad experimen-
tal. Por ejemplo, el sexo, los tratamientos cuando se admi-
nistran a grupos de unidades experimentales, etc.

Dependiendo del numero de medidas repetidas distinguire-
mos entre:

— Disefios equilibrados: con un nimero fijo de medidas por
unidad experimental, tomadas a los mismos instantes de
tiempo para todas ellas y sin valores faltantes.

— Disefios no equilibrados: con un numero variable de me-
didas en cada unidad experimental, realizadas a distintos
instantes de tiempo.

Debido a la multitud de aplicaciones que tiene esta metodo-
logia y a que existen diferentes aproximaciones estadisticas
para analizar los datos, suele suceder que un mismo con-
cepto aparezca en la bibliografia con distintos nombres. En
particular, una primera aproximaciéon al tema puede llevar-
nos a cierta confusion, tanto en lo que se refiere a la estruc-
tura de los datos y al disefio de los estudios como al mismo
procedimiento estadistico de analisis de los mismos. Con el
objetivo de facilitar la comprensién de los distintos concep-
tos, en la tabla 2 se definen los utilizados méas frecuente-
mente. A lo largo de esta revision, trataremos los diferentes
métodos para el analisis de datos longitudinales. El estudio
de los disefios cross-sectional queda fuera de los objetivos
de este trabajo.

TABLA 3

Resultado de un ensayo clinico donde se determina el
estado de cada individuo a lo largo de tres instantes de
tiempo. La asignacion al grupo control y al grupo tratado
se ha realizado al azar. Los datos son ficticios y se
proponen a modo de ejemplo

Individuo t1 t2 t3

Control 1 4 7 6
2 3 10 7

3 4 8 6

4 5 11 5

Tratamiento 1 2 1 8
2 2 2 7

3 3 0 7

4 5 1 6
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Figs. 1a y b. Representacion de los datos
de la tabla 3. A: Por individuos. B: por gru-
pos.
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Aproximacion univariante

Supongamos que queremos estudiar el efecto de un trata-
miento sobre una determinada enfermedad, y que para ello
realizamos un ensayo clinico controlado en el que compara-
remos un grupo de individuos que han recibido el tratamien-
to respecto a otro grupo control (tabla 3). Cada individuo se
ha observado en 3 instantes de tiempo que supondremos
iguales para todos los individuos. Una primera aproximacion
al analisis de estos datos consiste en realizar una representa-
cion gréfica. Esta puede hacerse individualmente (fig. 1a) o
bien con un gréfico para cada grupo (fig. 1b).

Utilizacion del analisis de la varianza (ANOVA)

En el ejemplo de la figura 1 encontramos una situacion tipi-
ca de medidas repetidas en las que se pueden resaltar al-
gunas caracteristicas:

— El comportamiento de ambos grupos a lo largo del tiempo
no es igual. A pesar de que en ambos grupos la funcion se
puede expresar mediante un polinomio de segundo grado,
el hecho de que las curvas tengan una orientacién opuesta
indica que algunos coeficientes de los polinomios tendran
signo opuesto.

— EI comportamiento de todos los individuos de un mismo
grupo es similar, aunque se pueden observar diferencias
entre ellos respecto al comportamiento medio del grupo.

— En algunos instantes de tiempo la variabilidad es mayor
que en otros.

Una primera aproximacion al problema consiste en plantear
un disefio de analisis de la varianza que refleje de alguna
forma la correlacion que existe entre las observaciones de
un mismo individuo. Un modelo adecuado seria:

Yp =M+ 0+ T, + B+ ofy + Bﬂk/m + Ey

donde ¢ corresponde al efecto del grupo (con i = 1,2 co-
rrespondiendo a control y tratamiento, respectivamente), m;,
al efecto del individuo j (j = 1,2,3,4) del grupo / (indicamos

y ~/ |

Y/

Tiempo

Fig. 1b.

entre paréntesis que cada individuo estd exclusivamente
—esté anidado— en un grupo 1, B, el efecto del tiempo (k =
1,2,3) y los términos af, y By, a las interacciones entre
factores. Este tipo de disefio (conocido también como dise-
fio split-plot) ha sido muy utilizado en el anélisis de este tipo
de datos a pesar de que son necesarios una serie de requi-
sitos de dificil cumplimiento, sobre todo en el &mbito de los
estudios clinicos. Estos requisitos son:

1. Homogeneidad de las matrices de covarianzas en cada gru-
po. Es decir la variabilidad de los datos en cada instante de
tiempo tiene que ser la misma en todos los grupos y también
la dependencia entre observaciones de un mismo individuo.

2. La matriz de covarianzas debe presentar la propiedad de
simetria compuesta (compound symmetry), es decir la co-
rrelacion entre observaciones alejadas en el tiempo, para un
mismo individuo, ha de ser la misma independientemente
de la distancia entre las observaciones.
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TABLA 4

Tabla ANOVA correspondiente al analisis de los datos
de la tabla 3

Efecto Valor F Valor de p
Grupo 64 0,000
Tiempo 10,8 0,002
Grupo x tiempo 26,8 0,000

Efecto lineal 2,182 0,190
Efecto cuadratico 56,889 0,000

3. El disefio debe ser equilibrado.
4. El nimero de individuos en cada grupo ha de ser el mis-
mo.

La condicién 2 es muy estricta, ya que requiere que exista la
misma dependencia tanto entre dos observaciones seguidas
en el tiempo como entre dos observaciones alejadas. En el
caso particular de nuestro ejemplo se cumplen las condicio-
nes para la aplicacion del método univariante, por lo que pro-
cedemos a realizar el analisis correspondiente. La tabla 4 con-
tiene los resultados del anélisis de la varianza (tabla ANOVA).
A partir de estos resultados podemos concluir que hay dife-
rencias entre los grupos, entre los tiempos y ademas la inte-
raccion entre el tiempo y el grupo también es significativa.
Esta interaccion se interpreta como un comportamiento dis-
tinto, en cada grupo, de la evolucion de la variable medida a
lo largo del tiempo. Este comportamiento viene expresado en
términos de una funcién mateméatica. En este caso se ha es-
tudiado si podemos admitir una funcién lineal o una cuadra-
tica. Tal como se ve en la tabla 4 es la componente cuadrati-
ca la que es significativa (como ya se intuia en la fig. 1).

Utilizacion incorrecta del analisis

Frente a unos datos del tipo del ejemplo anterior, se podria
pensar que un analisis valido y sencillo seria realizar una
comparacion de los grupos en cada instante (por ejemplo,
una t de Student en caso de 2 muestras). Esta solucion se
observa frecuentemente en trabajos de investigacion médi-
ca con una estructura de datos similar a la de este ejemplo.
Sin embargo, los resultados obtenidos mediante esta aproxi-
macién no se pueden considerar como validos debido a las
siguientes razones:

TABLA 5

Estudio de la frecuencia cardiaca en 4 tratamientos. Cada
individuo ha sido observado en siete instantes de tiempo
distintos

Tratamiento | Individuo t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7
1 1 73 74 74 78 79 81 79
1 2 78 77 76 79 84 88 86
1 3 73 73 74 78 81 81 79
1 4 75 72 73 74 79 82 80
1 5 75 74 73 78 82 84 82
2 6 72 74 76 80 81 83 81
2 7 77 77 78 81 85 86 84
2 8 72 74 78 80 84 86 84
2 9 77 80 78 83 85 86 84
2 10 74 75 75 80 84 85 83
3 11 79 80 81 83 83 83 82
3 12 73 76 74 81 79 82 81
3 13 68 68 74 75 76 78 77
3 14 75 77 80 81 85 89 88
3 15 72 74 81 79 82 83 82
4 16 78 82 83 87 91 92 87
4 17 78 81 81 85 89 92 87
4 18 78 80 81 82 87 87 82
4 19 71 75 76 80 85 85 80
4 20 80 83 86 86 90 90 85

— No se tiene en cuenta la correlacion de los datos para un
mismo individuo a lo largo del tiempo.

— El error asociado total seria mucho mayor que el que se
obtiene cuando se realiza una sola prueba (es decir, esta-
mos frente a un problema de comparaciones multiples).

— La forma de las curvas en cada grupo puede ser distinta
(como en nuestro ejemplo) y eso no queda reflejado en el
analisis tiempo a tiempo.

— Normalmente el nimero de individuos utilizados en cada
grupo es pequefio. Si se realiza un ANOVA, este problema
no es grave ya que para realizar los contrastes se utiliza la
informacion de todos los datos. Sin embargo, al realizar las
comparaciones a cada instante de tiempo sélo se utilizan
los datos de ese tiempo con lo que el analisis acostumbra
tener una potencia (capacidad para encontrar diferencias
entre grupos) muy baja.

Aproximacién multivariante

En la mayoria de las situaciones experimentales relaciona-
dos con este tipo de disefio de datos no se cumplen las
condiciones de aplicacién del anélisis anterior. En estos ca-
SOS sera necesario plantear nuevas aproximaciones que
permitan resolver el problema de forma eficaz. Una solucién
consiste en utilizar las ventajas que ofrece el analisis multi-
variante de la varianza (MANOQOVA). Esta técnica no precisa
de ningun requisito para la forma de la matriz de covarian-
zas (aunque si es necesario que las matrices sean iguales
entre grupos).

El MANOVA considera que todas la medidas repetidas de
un mismo sujeto no son mas que una observacion multiva-
riante y, por lo tanto, la comparacién de grupos se realiza
mediante la version multivariante del analisis de la varianza.
Este analisis serd apropiado cuando se pretenda detectar
diferencias entre grupos a partir del conjunto de medidas
repetidas, pero no interesen tanto las medidas individuales
a cada instante de tiempo.

Desde un punto de vista de estructura de datos, y de forma
similar al modelo anterior, los instantes de tiempo en los
que se realizan las observaciones deben ser iguales para to-
dos los individuos y se deben tener observaciones comple-
tas. A modo de ejemplo, la tabla 5 contiene un conjunto de
datos acerca de la frecuencia cardiaca (latidos por minuto)
medidos en 20 varones asignados al azar a cada uno de 4
tratamientos (5 personas por tratamiento) y medidos cada 5
minutos durante 7 intervalos de tiempo. El conjunto de es-
tas medidas no cumple las condiciones requeridas en el
analisis univariante comentadas anteriormente. Por lo tanto
aplicaremos el método multivariante.

Anélisis de perfiles

En el MANOVA, la forma explicita de realizar la compara-
cion de grupos es mediante el llamado andlisis de perfiles.
Este andlisis estudia la forma de las curvas asociadas a
cada sujeto permitiendo profundizar en las causas de las di-
ferencias observadas en las observaciones y obtener resul-
tados similares al estudio univariante. Asi se podra estudiar:
— La comparacion de grupos, analizando la coincidencia de
los perfiles de las curvas de los individuos de cada grupo.

— EI efecto del tiempo, es decir, la equivalencia de las res-
puestas a partir de la constancia de los perfiles.

— La interaccioén entre el tiempo y el grupo, a partir del estu-
dio del paralelismo de los perfiles.

La tabla 6 contiene los resultados de aplicar el anéalisis MANO-
VA a los datos del ejemplo de la tabla 5. Para cada uno de los
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TABLA 6
Tabla MANOVA resultado del analisis de los datos de la tabla 5. Se indican los valores de las distintas aproximaciones
al test
Fuente Suma de cuadrados gl Media cuadratica F Valor de p
Trat 615,736 3 205,245 4,570 0,017
Efecto Valor F Gl hipétesis Gl del error Valor de p
Tiempo
Traza de Pillai 0,995 470,983 5,000 12,000 0,000
Lambda de Wilks 0,005 470,983 5,000 12,000 0,000
Traza de Hotelling 196,243 470,983 5,000 12,000 0,000
Raiz mayor de Roy 196,243 470,983 5,000 12,000 0,000
Tiempo X trat
Traza de Pillai 1,910 4,908 15,000 42,000 0,000
Lambda de Wilks 0,003 15,737 15,000 33,528 0,000
Traza de Hotelling 78,109 55,544 15,000 32,000 0,000
Raiz mayor de Roy 75,678 211,897 5,000 14,000 0,000

factores analizados aparecen 4 valores de test con su nivel de
significaciéon, y se observa que hay diferencias entre trata-
mientos, entre tiempos y en la interaccion. De estos resultados
cabe destacar el andlisis de la interaccién. Como la interaccién
entre el tiempo y el tratamiento es significativa, podemos con-
cluir que los perfiles no son paralelos y, por lo tanto, el com-
portamiento de los individuos de los 4 grupos es distinto.

Modelos mixtos

Los 2 métodos anteriores no tienen en cuenta alguna de las
caracteristicas tipicas de los datos con medidas repetidas.
Estas caracteristicas se ponian de manifiesto en el ejemplo
de la figura 1 y se presentan frecuentemente en medicina.
Asi, por un lado se observa que existe una curva muy clara
en la evolucion de las observaciones de ambos grupos a lo
largo del tiempo (en el ejemplo comentado, los resultados
del gréafico sugieren un polinomio de segundo grado), sien-
do del mismo tipo para ambos grupos, pero seguramente
con coeficientes distintos (la orientacion del polinomio es
distinta en cada grupo). Por otro lado, dentro de cada grupo
se observa una gran variabilidad en las curvas individuales,
lo que indica que un modelo que no tenga en cuenta este
problema tendra una variabilidad experimental muy grande,
con lo cual no resultaré eficaz para realizar el analisis. La
aproximacion a partir de los modelos mixtos es idénea para
hacer frente a estos problemas ya que permite, por un lado,
establecer la expresion funcional que explica la evolucion
de la medida observada a lo largo del tiempo y, por el otro,
que los parametros de esta funcion puedan variar de sujeto
a sujeto. Asi, podemos tener modelos lineales, que suponen
que la relacion se puede expresar mediante la ecuacion de
una recta o de un polinomio, o bien modelos no lineales
que incluyen cualquier otro tipo de funciéon. La decision so-
bre el tipo de modelo puede ser un inconveniente en la utili-
zacion de estos modelos, ya que no siempre es facil decidir
cual es la funcidén que mejor se ajusta a nuestros datos.

A pesar de este inconveniente, los modelos mixtos presen-
tan muchas ventajas frente a los modelos anteriores por va-
rias razones:

— Se basan en plantear un modelo para un individuo tipico,
i, al que se han realizado p, observaciones a instantes de
tiempo £,1,,....1,. En este modelo no es necesario tener los
mismos instantes de tiempo para cada individuo ni observa-
ciones completas. Tampoco es necesario que los grupos
tengan el mismo numero de unidades experimentales.

— EI modelo individual, con pardmetros propios, consiste
en una funcién (lineal o no lineal, aunque en nuestro

caso, para simplificar, consideraremos que es lineal) cu-
yos coeficientes se expresan como una suma de 2 com-
ponentes: una componente poblacional, fija para todos
los individuos y que representa el valor medio del para-
metro dentro del grupo, y una componente aleatoria, dis-
tinta para cada individuo, que expresa la parte del para-
metro que es propia de cada sujeto. Con ello los modelos
mixtos recogen aquellas situaciones en las que los perfi-
les de los individuos de un mismo grupo puedan diferir
entre si.

— Las matrices de covarianzas no tienen por qué tener una
estructura concreta y ademas permiten dar un modelo para
explicar la diferente variabilidad de los datos a lo largo del
tiempo y para identificar la correlacion entre las observacio-
nes a lo largo del tiempo.

Modelo

En nuestro ejemplo, a partir de los graficos de cada grupo
(fig. 1), se puede concluir que un modelo apropiado podria
ser un polinomio de segundo grado. El modelo mixto seria:

Y= (By + by) + (B, + b))t + (B, + bZi)ti/Z + g

en el que y; es la respuesta del individuo /a tiempo &; B, B,
y B, corresponden a los pardmetros poblacionales y by, b,y
b,; a la componente aleatoria de los mismos. El efecto del
grupo se incorpora como un elemento mas del modelo.
Desde un punto de vista tedrico, se supone que by, by, y by,
son variables aleatorias de media O y matriz de covarianzas
desconocida W, y que los errores siguen una ley normal con
una matriz de covarianzas X, con una estructura similar para
todos los individuos diferenciandose solamente en la dimen-
sion pues, tal como hemos indicado, cada individuo puede
tener un numero distinto de observaciones. En esta ultima
matriz se recogen las varianzas a cada instante de tiempo y
las covarianzas (correlaciones) entre los tiempos. Aparte de
esta matriz, el hecho de que todas las observaciones de un
individuo compartan los mismos valores de by, by, y b, €s
otra forma de expresar la correlacion de los datos.

De forma general se puede expresar el modelo mixto como:
Yi=XB+Zb+¢g

siendo y; el vector de p, observaciones repetidas del indivi-
duo /, X, la matriz de disefio de los efectos fijos, Z; la matriz
de disefio de los efectos aleatorios, b, el vector de efectos
aleatorios N(0,¥) y ¢, los residuos, M(0,X) siendo estos dos
ultimos independientes.
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Analisis estadistico

El anélisis estadistico de los modelos mixtos se basa en de-
ducir y estimar el modelo que, con un minimo ndmero de
parametros, se ajusta a los datos experimentales. Para esto
se sigue una serie de pasos sucesivos:

1. Se estima el modelo propuesto considerando que:

— Todos los parametros tienen una componente fija y aleato-
ria.

- La matriz X, tiene la estructura mas sencilla posible, con-
sistente en un valor de varianza igual a todos los tiempos
(0?) e incorrelacion de los datos. Es decir X, = o2l.

Con este modelo los parametros a estimar son: la compo-
nente fija de los parametros (B,, B, y B, en nuestro ejemplo),
la estimacion de los elementos de la matriz W (con lo que
sera posible conocer la estimacion de las componentes ale-
atorias) y la estimacion de o°.

2. A partir de los resultados obtenidos se reajusta el modelo
siguiendo los siguientes criterios:

— Si la varianza de la componente aleatoria de algin para-
metro esta cercana a cero, se elimina la componente aleato-
ria consiguiendo un modelo con menos términos y, por lo
tanto, mas facil de interpretar.

— Mediante el analisis de un gréafico de residuos del modelo
se cambia la matriz X, dandole una estructura concreta.
Este paso puede presentar alguna dificultad y requiere una
cierta experiencia.

3. Cada vez que se considera un nuevo modelo, a partir de
la modificacion de un modelo previo, es necesario compro-
bar la validez de la modificacion mediante una prueba esta-
distica que certifique la mejora del ajuste con el nuevo mo-
delo. En caso de que el test estadistico indique una mejora
significativa, se aceptara la modificacion. En este proceso
iterativo de mejora del modelo, un punto importante es el
estudio de la influencia de las covariables que identifican a
los grupos de individuos y que se introducen en el modelo
como un factor més. En caso de que el factor sea significati-
vo, podremos confirmar la diferencia entre las curvas expe-
rimentales de los distintos grupos.

Ejemplo de modelo mixto

A modo de ilustracion, consideraremos un ejemplo clasico
analizado por Little y Rubin!! y que corresponde al segui-
miento del proceso de crecimiento en 11 nifias y 16 nifios.
A cada nifio se le midio la distancia desde el centro de la pi-
tuitaria a la fisura maxilar, a las edades de 8, 10, 12y 14
afios. En este caso, se considera que la relacion entre la
medida y el tiempo es lineal. Los analisis han sido realiza-
dos mediante el paquete estadistico S-Plus!?.

La figura 2 muestra, para cada sexo, la adecuacion de un
modelo lineal para explicar la relacion entre la distancia y la
edad. También se observa la presencia de algin nifio con
un comportamiento erratico y que podria ser un candidato a
ser excluido, aungue nosotros lo dejaremos en el analisis ya
que la exclusién de observaciones debe hacerse en colabo-
racion con el experimentador.

A continuacion se detallan los pasos seguidos para obtener
el modelo definitivo con los resultados parciales que se han
ido obteniendo y que justifican el proceso que se ha segui-
do. A lo largo del anélisis se van a ir planteando distintos
modelos que se estimaran y que nos permitiran determinar
si se cumplen las hipotesis de igualdad de grupos. El primer
ajuste realizado ha sido a un modelo mixto completo, es de-
cir suponiendo que todos los parametros del modelo tienen
parte fija y aleatoria, con la matriz de varianzas y covarian-
zas de los efectos aleatorios sin una estructura particular
que permita simplificar el modelo y con la matriz de varian-
zas y covarianzas de los errores igual a o°l. Este primer mo-
delo (que llamaremos modelo 1) es, por lo tanto:

Y= By + by) + (B + b)x; + g
donde y; es la distancia del nifio / medida a la edad j, x; la
edad j del nifio /. La estimacion de los parametros que ca-
racterizan este modelo son:

1. Para los efectos aleatorios, la estimacion de las varianzas
de los 2 pardmetros y de la correlaciones entre ambos es
suficiente para conocer la matriz ¥:

o°(by) = 5,415, & (b,) = 0,0513, corr(byb,) = 0,609

8 9 11 12 13 14
| | | | | | L1 | | | | |
Varén Mujer

5 7.‘
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. %\Z 3
== Z j _—
£5 257 ::>§ P /¥%¢ L
=% - —
=2t —==
: 20 "
: / S

I I I I I [ I

Edad (afios)

Fig. 2. Representacion por sexos de los
datos del ejemplo de la tabla 5.
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2. Elvalorde c?es 1,716.

3. Para los parametros fijos: B, = 16,7611, B, = 0,662, am-
bos significativos. EI hecho de que B, sea significativo indica
que hay diferencias a lo largo de la edad.

El grafico de residuos (fig. 3) muestra una mayor variabili-
dad en los nifios que en las nifas, con lo que se sugiere
una estructura para la matriz X, que incluya esta heteroce-
dasticidad. El modelo propuesto consiste en una matriz en
la que la varianza de los residuos toma dos valores: uno
para las observaciones de los nifios y otro para la de las ni-
flas. A continuacién se realiza la estimacion de los parame-
tros anteriores: —o® (nifios) = 2,707 y o® (nifias) = 0,4418, y
se ajusta un nuevo modelo (modelo Il) corrigiendo el ante-
rior a partir de las estimaciones de las varianzas obtenidas.
La comparacion entre ambos modelos es significativa con
un mejor ajuste para el segundo. El grafico de residuos (que
no se indica) muestra que en el modelo corregido los resi-
duos ya no presentan heterocedasticidad. Como no se de-
tecta la presencia de ninguna estructura de correlaciones
para los residuos, se decide no analizar con mas detalle la
estructura de la matriz X,

Debido a que en la figura 2 se observaba que las rectas de
los nifios parecian distintas de las de las nifias, se continta
el estudio incluyendo la covariable Sex en el modelo inicial.
La manera de incluirla consiste en definir el nuevo modelo
(modelo Ill) con dos términos mas, uno que recoge la in-
fluencia del sexo en las curvas y otro que recoge la interac-
cion entre la edad y el sexo:

V= By + by) + (B, + b)x; + B,Sex + B,Sex*x; + g

El andlisis de la significacion de los dos términos afiadidos
es equivalente al estudio del efecto grupo y de la interaccién
de las aproximaciones univariante y multivariante descritas
previamente. Este nuevo modelo ajusta significativamente
mejor que el anterior (el valor del estadistico de razon de ve-

rosimilitud es 11,75 con un valor de p de 0,0028). Como re-
sultado del ajuste la estimacion de los parametros fijos de
este nuevo modelo es:

B, =16,857, B, = 0,516, B, = 0,632y B, = 0,152, siendo
B, no significativo.

Este hecho sugiere suprimir este término del modelo y
ajustar un cuarto modelo (modelo IV). ElI nuevo modelo
presenta un ajuste equivalente al tercero (el test de razén
de verosimilitud es 0,5337 con un valor de p de 0,5021).
Como que es mas sencillo que el modelo Ill, ya que tiene
un parédmetro menos, se decide escoger este ultimo como
vélido. Al haber excluido el término fB,Sex, se deduce que
las rectas de los nifios y las nifias tienen aproximadamente
la misma ordenada en origen; es decir, no hay diferencias
al inicio del ensayo entre ambos grupos, aunque la existen-
cia de un término de interaccion Sex*x; indica que la evo-
lucion de ambos grupos a lo largo de las distintas edades
ha sido distinta.
El siguiente paso consiste en analizar si la parte del mode-
lo propuesta para los efectos aleatorios puede ser simplifi-
cada. Recordemos que esto implica analizar con detalle la
estructura de la matriz W. Debido a que en los resultados
del primer modelo se observaba una correlacion baja
(-0,609) vamos a considerar el caso en que sea nula.
Para ello se ajusta un quinto modelo (modelo V) bajo esta
suposicion. La comparacion con el anterior mediante el
test de razéon de verosimilitud da un estadistico de 0,4505
con un valor de p de 0,5021. Estos resultados muestran
que no hay diferencias significativas entre ambos mode-
los, siendo el ultimo més simple y, por lo tanto, el modelo
definitivo escogido. Por lo tanto, el modelo que se ajusta
mejor a las observaciones de los nifios y las nifias es:

y;= (16,857 + by) + (0,516 + b )x; - 0,152Sex-x; + €,
con

o(b,) = 5,415, ¢°(b,) = 0,0513, corr(b,b,) =0
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La utilizaciéon de los modelos mixtos aporta un buen conoci-
miento del tipo de estructura estadistica subyacente a los
datos aunque, tal como se observa en este ejemplo, su apli-
cacion requiere conocer adecuadamente el método estadis-
tico y tener una cierta experiencia en su aplicacion.

Conclusiones

A lo largo de este trabajo, y mediante la discusion de los
ejemplos, se ha intentado dar una visién comparativa de la
forma de abordar el andlisis de medidas repetidas en fun-
cion del tipo de datos disponibles. Tal como se ha indicado,
la aproximacién univariante tiene como principal caracteris-
tica su facilidad de aplicacion al poderse utilizar un software
estandar para el analisis y, sobre todo, la facilidad de inter-
pretacion por la simplicidad de la técnica empleada. El prin-
cipal inconveniente reside en la restriccion que supone en
la matriz de covarianzas, lo que delimita seriamente su
campo de aplicacién a casos muy concretos. Como primera
alternativa, el método multivariante no tiene tantas restric-
ciones en cuanto a la matriz de covarianzas, pero requiere
que los datos sean equilibrados y completos, aspecto dificil
de conseguir en los estudios médicos donde el seguimiento
de los pacientes se realiza mediante visitas que no siempre
se realizan en la fechas programadas. En este caso también
se dispone de software estandar para realizar los analisis
aunque la interpretacion de los resultados ya no sea tan in-
tuitiva como en el caso anterior.

Los modelos mixtos aportan una potencia de analisis que no
permitian los métodos anteriormente indicados. Esta mejora
en la capacidad de obtener el maximo de informaciéon de
los datos va, no obstante, unida a una complejidad del mé-
todo que determina que un usuario con conocimientos béasi-

cos de estadistica no pueda realizar el analisis de forma efi-
ciente. En este caso es necesario acudir a un especialista
para que, utilizando un software especifico, pueda obtener
el mejor modelo y nos ayude a explicar el comportamiento
de los datos obtenidos.
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