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a través de una formulacién variacional, mostrando que incluir las deformaciones de corte por torsién
hace posible formular elementos finitos de clase C,. Las relaciones tensién-deformacién se obtienen en
la seccién transversal de una viga de seccién abierta formada por laminados compuestos extendiendo
la teoria de laminados de primer orden - FSDT: first-order shear deformation) y usando una «condicién
de esfuerzos nulos en el contorno». Se formulan 3 elementos finitos unidimensionales BSW (beam with
shear and warping) con grado de continuidad C, para el estudio de vigas de seccion abierta formadas por
laminados compuestos. Mediante el uso de los elementos BSW se evalta la influencia de la estrategia de
integracién ante el fenémeno de bloqueo por tensiones tangenciales y la velocidad de convergencia para
los desplazamientos y giros. Se compara la integraciéon de la matriz de rigidez cuando se aplican técnicas
de integracion exacta y reducida. Finalmente, se realizan 2 ejemplos donde se estudia el comportamiento
a torsion pura y flexotorsiéon de una viga con seccién en C empotrada en un extremo y se comparan los

resultados obtenidos con otros de la literatura.
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Finite element formulation for thin-walled open composite beams including
the effect of flexural and torsional shear deformation

ABSTRACT

In this paper we derive the field of displacements and strains for thin-walled open composite beams with
composite laminated material including in their kinematics flexural and torsional shear deformations
effects. The equilibrium equations are defined through the variational formulation and show that is
possible to formulate C, finite elements taking into account the torsional shear deformation. Stress-
strain relationships for the cross-section of thin-walled composite beams are obtained by extending first-
order laminate (FSDT: first-order shear deformation) theory and using a «free stress resultant condition
at the boundary». Three different one-dimensional finite elements with C, continuity are formulated
for the study of thin-walled open composite beams and they are labelled as BSW (beam with shear
and warping). The influence of the integration strategy in the BSW elements is evaluated via the shear-
locking phenomenon and the rate of convergence for displacements and rotations. The stiffness matrix
integration is compared using exact and reduced integration methods. Examples of pure torsion and
flexo-torsion in a cantilever composite beam are performed. Numerical results are compared to those

reported by other authors.
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1. Introduccién

El uso de vigas de seccién abierta formadas por laminados com-
puestos experimenté un aumento importante en ingenieria civil,
naval y mecanica desde comienzos de la década de 1990 gracias a
las propiedades especificas que exhiben: alta relacion rigidez/peso
y resistencia mecanica/peso, alta resistencia a la degradacién
ambiental y baja conductividad térmica. Ademas, por su ligereza,
estas vigas son muy adecuadas para estructuras donde el peso cons-
tituye una variable fundamental en el proceso de disefio [1-3].

Desde la teoria de Vlasov [4], aplicable a vigas de pared delgada
en materiales is6tropos, se han realizado numerosas investigacio-
nes, entre las que destacan los estudios realizados por Bauld y Tzeng
[5], quienes extendieron la teoria de Vlasov a laminados compues-
tos, aunque no consideraron las deformaciones transversales en
sus andlisis; Bank y Bednarczyk [6] y Barbero et al. [7] desarrolla-
ron expresiones simples para el andlisis a flexién, torsién y alabeo
de vigas en compuestos; Wu y Sun [8] incluyeron en su cinemadtica
las deformaciones tangenciales por flexién y torsién mostrando la
utilidad de tenerlas en cuenta durante los analisis; Massa y Barbero
[9] consideraron las deformaciones transversales por flexién en sus
andlisis; Kollar y Pluzsik [10] y Pluzsik y Kollar [11] mostraron la
importancia de incluir las deformaciones tangenciales por flexién
en los andlisis de vigas con alabeo restringido; Lee y Lee [12] des-
arrollaron un modelo analitico para el estudio de vigas a flexién y
torsién que incluye alabeo, pero no consideraron las deformaciones
tangenciales, lo que los llevé a utilizar una combinacién de elemen-
tos lagrangianos y hermiticos en sus analisis. Posteriormente, Lee
[13] presenté un modelo general para el estudio de vigas sometidas
aflexién incluyendo en su formulacién deformaciones tangenciales
por flexién y «deformaciones de corte por alabeo», lo que le per-
mitié desarrollar elementos finitos lagrangianos. Sin embargo, Lee
utilizé una férmula para el calculo del alabeo que solo es aplicable
a secciones transversales doblemente simétricas y no contemplé
la torsién en sus estudios. Kim et al. [14] presentaron soluciones
exactas para el estudio a torsién de vigas de seccién abierta sin
considerar las deformaciones tangenciales dentro de su formula-
cion, lo que les llevé a usar elementos hermiticos de tercer orden
en sus andlisis. Back y Will [15] extendieron el modelo general de
Lee [13] mejorando la férmula para el calculo del alabeo haciéndola
valida también para secciones con una sola simetria, pero tampoco
estudiaron la torsién. Finalmente, Feo y Mancusi [16] sugirieron
una aproximacion al estudio de vigas en materiales compuestos
mediante el uso de elementos finitos hermiticos, contemplaron en
su analisis las deformaciones tangenciales por flexién y resolvieron
la funcién de alabeo a través de funciones de aproximacién depen-
dientes de la coordenada curvilinea de la linea media de la seccién
transversal.

En este trabajo se compatibilizan de forma adecuada los cam-
pos de deformaciones de los laminados con la seccién transversal
de viga partiendo de las investigaciones de Lee [13] y Back y Will
[15], y extendiendo la hipétesis de « condicién de esfuerzos nulos
en el contorno » [7,14] a laminados de primer orden - FSDT [17].
Se formulan elementos finitos tipo BSW que incluyen las deforma-
ciones tangenciales debidas al cortante por flexién y torsién para
el andlisis a flexién y torsién de vigas de seccién abierta y lami-
nados compuestos. A diferencia de Lee [13] y Back y Will [15], el
valor de la funcién de alabeo se obtiene a través de un algoritmo de
biisqueda por grafos [ 18], generalizando la formulacién a cualquier
configuraciéon de seccion abierta. Los elementos se han formulado
para funciones de aproximacion lineal (L-BSW), cuadratica (Q-BSW)
y clibica (C-BSW), comprobandose la validez de los resultados frente
a los obtenidos usando elementos cuadrilateros S9R5 [19].

En este trabajo también se estudia la influencia del método de
integracién numérica (exacta y reducida) en el bloqueo producido
por tensiones tangenciales y sus consecuencias en la convergencia
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Figura 1. Sistemas de coordenadas en una seccién abierta de pared delgada.

de la solucién. Se modeliza una viga en voladizo con seccién Cy se
comparan los resultados obtenidos a flexion y torsién con otros de
la literatura [14].

2. Teoria general de vigas
2.1. Cinemdtica

El desarrollo del modelo de viga requiere 2 sistemas ortogonales
de coordenadas (fig. 1), el sistema cartesiano (x, y, z) donde el eje x
corresponde al eje longitudinal de la viga, y el sistema local (x, n, s)
para un punto P sobre la linea media de la seccion transversal.

En el sistema local el eje x es paralelo al eje x, por lo que en
adelante se usaran indistintamente. El eje n es normal a la linea
media de la seccién en el punto P. Los 2 sistemas estan relacionados
por el angulo o medido desde el eje y hasta el eje s en el sentido
contrario a las agujas del reloj. La distancia entre el punto Py el
centro de giro c de la seccién transversal se evalia como la suma
de los vectores pn y ps, paralelos a los ejes s y n, respectivamente.

El campo de desplazamientos se obtiene suponiendo que el
angulo de giro por torsién es pequefio, el contorno de la seccién
transversal no se deforma en su plano, y las lineas rectas normales
al eje longitudinal de la viga permanecen rectas antes de la defor-
macién pero no necesariamente normales al eje después. Asi, para
un punto P con coordenadas (y, z, n) se tiene:

U= Up—(y+nsinw)d; +(z—-ncosa)fy — (ws — 0n)Pw
v=vc—[(z—2z:)—ncoso]bx (M
W= W¢+[(y—Yc)+nsina]bx

donde uy, v y W son los desplazamientos de sélido rigido en los
ejesx,yyz respectivamente; 0y, 6y y 0, son las rotaciones alrededor
de los ejes x, y y z; ¢, es la intensidad de alabeo por torsién a la
que esta sometida la seccién; ws es la funcién de alabeo primario
definida desde el centro de esfuerzos cortantes c y evaluada sobre
la linea media de la seccién transversal; y w, es la componente de
alabeo secundario o alabeo en el espesor.

De acuerdo con Wu y Sun [8], las rotaciones 6y y 6, se definen
en funcién de las deformaciones tangenciales debidas a flexién 2,
Y ¥xy» la intensidad de alabeo ¢, en funcién de la variacion en el
angulo de giro por torsién 0y0y, y las deformaciones tangenciales
generadas por la torsion y;:

9y =—0xWc + VY 6= OxVe — )/)?y

(2)
P = 0x0x — V43

De la expresion (2) se deduce que cuando no hay deformacio-
nes tangenciales por torsion, o estas son despreciables (y;~0), la
intensidad del alabeo equivale a la variacién del angulo de torsién
por unidad de longitud (¢, = 0x0x) y se recupera la teoria de Vlasov
[4].
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La funcién normalizada de alabeo primario por torsién w;s y la
funcién de alabeo secundario w, se definen como:

wsz/,osds i Wnp = PN 3)
S

La funcién de alabeo ws se evaliia de forma automatica para
cada punto de la linea media de la seccién transversal utilizando
algoritmos de busqueda por grafos [18,20].

2.2. Deformaciones

Siguiendo la teoria de pequefios desplazamientos, se define el
campo de deformaciones como:

&x= €&y —(y+nsina)k; +(z—ncosa)ky — (ws — paN) K
Yxs =

Yan = Yy SINQ = Yy, COSA — PnYe

Yy COSA + V2, SINA + Os Yt + Nixs (4)

donde &3 es la deformacién axial; yg, y ¥¥, son las deformaciones
tangenciales por flexion; y; es la deformacién angular por torsién;
k son las curvaturas debido a flexién (ky, k), torsién (kxs) y alabeo
(k). Delas ecuaciones (1) y (4) se deducen las siguientes deforma-
ciones y curvaturas [20]:

£9 = Oxllo (5a)
Vay = Oxve =0z v, = Oxwe + 6y (5b)
Yt = 0x0x — Po (5¢)
ky=0x0y Kz = 0x0; (5d)
Kxs = Oxbx + 0 Ko = 0o (5e)

Para el caso en que se supone despreciable la contribucién de las
deformaciones angulares por torsion (y¢ ~ 0y ¢, = 0x0%), el valor de
la curvatura por torsion sera kys = 20x0x, recuperandose las expre-
siones empleadas por Lee y Lee [12], Back y Will [15], Sheikh y
Thomsen [21].

Agrupando los términos del campo de deformaciones 4 y apli-
cando un cambio de variables, resulta:

Ex = E;() +NKx Vi = 725 +NKxs 3 Yan= 7,(:” (6)

donde £} es una deformacién axial, 2 y 75, son deformaciones

tangenciales, y Kx V Kxs son curvaturas de flexién y torsion en la
linea media de la seccién.

2.3. Equilibrio seccional mediante una formulacién variacional

La energia potencial de deformacién se define como:

1
U= i///(o'xé‘x + TxsVxs + TanVan) AV ™)
v

Al reemplazar las deformaciones de la ecuacién (4) se obtiene:

u:%///{ax (62 — (v + nsina)kz + (2 — ncos ) ky
v

—(@s = pr) Koo ] + Tus Yy COS& + Y, SINQ + psyr + Micxs |
+Txn [y,?y sino — yg, cosa — pp yt] } dv (8)
Asi, la variacién de la energia potencial de deformacién del sis-

tema se eval(a a partir de la ecuacién (8), resultando la expresién
en funcion de los esfuerzos seccionales [20]:

SU = / {NX(SS)O( + M8k, + MySky + BwSk o + M Skxs
¢

+Qy8ysy + Qe8ye, + T8yt } dx 9)

donde Ny es el esfuerzo axial, M; y My son los momentos flectores
en los ejes z e y, M; es el momento torsor en el espesor de la pared
de la seccion, B, es el momento de alabeo (bimomento), Qy y Q; son
las fuerzas de corte en las direcciones y y z, y T es el torsor asociado
a las deformaciones angulares, definidas en el area de la seccién
transversal. Las expresiones de estos esfuerzos son [20]:

Nx://adi (10a)
A

Mzz—//A[ax(ernsina)]dA (10b)
My://A[ax(z—ncosa)]dA (10c)
Bw=—//A[0x(ws—pnn)]dA (10d)
M = / /A TysdA (10e)
Qy://A(rxscosa+txnsina)dA (10f)
Qz://A(szsina—rxncosa)dA (10g)
T=/A(szps*fxnpn)M (10h)

2.4. Ecuaciones constitutivas para el laminado compuesto

La ecuacién constitutiva para un laminado de material com-
puesto en su sistema de coordenadas local (%, 7, i), siguiendo la
teoria FSDT (first-order shear deformation)[17] se escribe como [20]:

Ng (A1 A1z A Bin Bz Big 0 07 &
Ny A1z An Ax Bio Bn By 0 0 &
Ny A Ax Ass Bis B Bes 0 0 ey
My _ Bi1 Biz Big Din Diz Dig 0 O Ky (11)
M; Bia By By D1z D Dy 0O O Ky
Myy Big B Bes Die D Des 0O O Kzy
Q 0 0 0 0 0 0 Has Hgs )/;A
Q; L O 0 0 0 0 0 Hs Hss | Yen
donde Aj;, B, Dy y Hj; son los coeficientes de las matrices de rigidez

membranal, de acoplamiento, de flexion y de tensiones tangencia-
les, definidas por [17,20]:

h

(Ajj, By, Dy, Hj) = /i Q; (1,7, 7%, f())

2

La funcién de ponderacién f(1) permite considerar la distribu-
cion parabdlica de las tensiones en el espesor del laminado.

Los ejes X y fi del sistema de coordenadas local del laminado
(%, 9, n) son paralelos y tienen el mismo sentido que los ejes X y n
del sistema de coordenadas local en la linea media de la seccién
transversal (x, n, s). De esta forma:

0 . = . =0
‘9; =& 5 Kzg=Kkx y,gﬁ =Vxn
co (12)
V;p =Vxs  Kgyp = —Kxs
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Figura 2. Fuerzas y momentos en el borde longitudinal de una viga de secciéon
abierta y pared delgada en laminados compuestos.

Las relaciones tensién-deformacién (11) deben simplificarse
con el fin de hacerlas compatibles con las componentes del vec-
tor de deformaciones a nivel de la seccién transversal de las vigas
de pared delgada en laminados compuestos (6).

LeeyLee[12],Sheikhy Thomsen [21]y Backy Will [15] sugieren
una «condicién de tensiones nulas en el contorno», donde simplifi-
can las componentes de tensién a nivel de las capas del laminado
suponiendo que las tensiones laterales (normal y de corte) son
nulas. Esta condicién, sin embargo, tiene la desventaja de no con-
templar la interrelacién entre las diferentes capas que conforman
el laminado. Por otra parte, Barbero etal. [7] y Kim et al.[14] propo-
nen una «condicién de esfuerzos nulos en el contorno» para vigas
laminadas esbeltas CLT en la que simplifican las componentes de
los esfuerzos a nivel de laminado considerando que Ny, = My = Oen
el contorno, lo que permite considerar la interrelacién de las capas
del laminado. Sin embargo, por tratarse de laminados esbeltos, no
se captura de forma precisa el comportamiento a torsién. En este
trabajo se usa la propuesta de Barbero et al. [7] y Kim et al. [14] y
de forma adicional se impone que Q; = 0 en el borde (fig. 2), con el
fin de incluir la interrelacién entre las capas del laminado.

Al imponer esta nueva condicién de esfuerzo cortante nulo en el
contorno, es posible evaluar las deformaciones 8;, kyy y;ﬁ como una
combinacién lineal de las componentes de deformacién conocidas
(82 Yapr Ko Kag ¥ Vgg):

Imponiendo que Ny = M; = Q; = 0 en el borde del laminado en
las relaciones tensién-deformacién para un laminado, se obtiene
la siguiente relacién entre las fuerzas internas y las deformacio-
nes generalizadas de la seccién transversal de la viga de laminados
compuestos:

Ny [Eii Eiz Ei3 Ewa Eis Eie Ei7 Eis) &
M, Ex  Exz Exs Exs Exe Ex7 Ens Kz
My, E33 Esq4 Ess Ess E3z; Esg Ky
B, Eay Ess Ess Ea7 Egg Ko
= (13a)
M Ess Ese Es; Esg Kxs
Q Ees Ee7 Ees Yay
Q sim. E77 Ezs Yz
T L Ess | Ve
En forma compacta:
6 =Eé¢ (13b)

Los coeficientes de esta matriz de rigidez dependen de la geo-
metria y de las propiedades de la seccion transversal del elemento,
tal como se muestra en el Apéndice 1.1.

3. Formulacion de elementos finitos BSW

Los elementos finitos formulados (denominados BSW por beam
with shear and warping) para el estudio de vigas de seccién abierta

en laminados compuestos son unidimensionales con grado de con-
tinuidad C,. Tienen 7 grados de libertad por nodo y consideran
dentro de su cinemadtica los desplazamientos debidos a las defor-
maciones por corte inducidas por flexién y por torsién, asi como
los desplazamientos longitudinales generados por el alabeo res-
tringido.

En esta investigacién se han desarrollado 3 elementos: L-BSW
(lineal de 2 nodos), Q-BSW (cuadratico de 3 nodos) y C-BSW (ctibico
de 4 nodos). La formulacién que se presenta sigue la metodologia
empleada por Ofiate [22] para elementos de viga en 3 dimensiones,
por Lee [13] para andlisis a flexién de vigas de materiales compues-
tos, y por Back y Will [15] para vigas de materiales compuestos con
seccién T.

3.1. Desplazamientos

El vector de movimientos de un punto u:

n
u= ZN@EE) =Nal® (14)
i=1
donde
N =[Nyl7, NaI7, ..., Nply] (15)
y
Ug Uoi
Ve a(1€) Vei
W a(ze) Wi
u=/{ 6, al®) = ;a9 ={ 6 (16)
e
92 an 921'
¢w ¢a)i

son, respectivamente, la matriz de funciones de forma (N), la matriz
identidad de 7 x 7 (I7), el nimero de nodos del elemento (n), el
vector de movimientos de un punto del elemento (a(®)) y de un
nodo (age)).

3.2. Matriz de deformacion del elemento

La matriz de deformacién B relaciona las deformaciones gene-
ralizadas de la seccién transversal de la viga & con el vector de
movimientos nodales a(®) o con los siguientes movimientos:

& = Du = DNa°® = Ba® (17)

Es importante destacar que las deformaciones de la seccién
transversal de la viga (ecuaciones 4 y 5) se definen en términos de
las primeras derivadas del campo de desplazamientos, permitiendo
formular elementos finitos con un grado de continuidad C,.

La expresion del operador D se deduce de las ecuaciones (4) y
(5). La matriz de deformacién B se obtiene por:

B = DN (18)
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h A h =50 mm
A L0 b =50 mm
T n »Y  t=208mm
z 0,13 mm
h 3 ¥=
S« =
Ie) — |0,28 mm
t , =
| 4 : | >y =
b =
E,=53,78 GPa . E,=17,93GPa
Gy =Gy3=8,96GPa ; G, =343 GPa
Vi, =0,25

Figura 3. Geometria de la viga con seccién | y propiedades de las laminas que la
conforman.

Para un nodo i:

9N, 0 0 O 0 0 O
0 0 0 0 0 &N 0
0 0 0 0 &N, 0 0
0 0 0 0 0 0 &N

B = (19)

0 0 0 N 0 0 N
0 &N, 0 0 0 -N; O
0 0 &N, 0O N, 0 0

|0 0 0 &N, 0 0 —N;

3.3. Matriz de rigidez del elemento

La matriz de rigidez se obtiene del equilibrio del elemento. Su
expresion tiene la forma usual [22,20]:

K® :/ BT EBdx (20)
£(e)

donde E es la matriz constitutiva que relaciona las fuerzas internas y
las deformaciones generalizadas de la seccién transversal de la viga
de laminados compuestos (13a). Los componentes de E se incluyen
en el Apéndice 1.1. El tamafio de la matriz K® es (7 x n) x (7 x n),
siendo n el nimero de nodos del elemento.

4. Integraciéon numeérica de la matriz de rigidez

En este apartado se comparan los resultados obtenidos al aplicar
2 métodos diferentes de integraciéon numérica (exacta y reducida)
en las componentes a flexion y torsion de la matriz de rigidez de
los elementos formulados (L-BSW, Q-BSW'y C-BSW).

El estudio que se presenta incluye 2 tipos de andlisis de una
viga en voladizo con seccién en doble T. El primer analisis evaliia
el bloqueo por tensiones tangenciales de los elementos mediante
la variacién de la relacién de esbeltez de viga. El segundo analisis
estudia la convergencia de la solucién numérica al variar el nimero
de elementos usados en la discretizacién.

En este trabajo se adoptan la geometria y las propiedades usadas
por Lee [13], Kim et al. [14], Back y Will [15] y Sheikh y Thomsen
[21] en sus andlisis.

La figura 3 muestra la seccién y las propiedades de la viga de
laminados compuestos usada en los andlisis. Los laminados de la
seccién transversal son unidireccionales con 16 capas ([¢]is) de
laminas en fibra de vidrio embebida en matriz epéxica (GL.-Ep,
Reddy [17]) de 0,13 mm de espesor cada una [20].

Figura4. Modelo de 960 elementos cuadrilateros S9R5 [19], usado para simular una
viga I de 1.000 mm de longitud sometida a torsion.

Los resultados obtenidos con los elementos desarrollados se
comparan con los resultados de modelos en Abaqus utilizando ele-
mentos cuadrilateros tipo S9R5 [19] con mallas de entre 648 y 960
elementos, dependiendo de la esbeltez de la viga analizada. En la
figura 4 se muestra el modelo de 960 elementos S9R5 utilizado para
verificar los resultados del analisis de torsion de una viga de 1 m de
longitud (esbeltez A =L/20).

El andlisis a flexion se realiza calculando el desplazamiento ver-
tical w del extremo libre de la viga en voladizo donde se aplica una
carga vertical de 2kN. En el andlisis a torsion (fig. 4) se aplica un
momento torsor de 1 kN mm en el extremo libre y se obtiene el giro
por torsién 6 de la seccién transversal en el punto de aplicacion del
momento.

4.1. Andlisis de bloqueo por tensiones tangenciales

Se entiende por bloqueo la incapacidad intrinseca que tiene
un elemento de satisfacer la condicion de deformacién transver-
sal nula cuando su longitud tiende al infinito [22]. Esto conduce a
una sobrerrigidez numérica a medida que la longitud del elemento
aumenta. Una alternativa para sortear este problema es subintegrar
los términos de la matriz de rigidez que incluyen las deformacio-
nes transversales (debidas a la flexién y a la torsién) utilizando
un ndmero de puntos de integracion inferior al necesario para su
calculo exacto [22].

Concretamente, el nimero de puntos de integraciéon para las
integraciones exacta (E) y reducida (R) para los diferentes elemen-
tos estudiados es el siguiente: L-BSW: 2 (E), 1 (R), Q-BSW: 3 (E), 2 (R),
C-BSW: 4(E), 3 (R), donde el numero indica la cantidad de puntos de
integracién para el calculo de los términos de la matriz de rigidez
que contienen las deformaciones transversales. Es destacable que
el resto de términos de la matriz de rigidez se calcula de manera
exacta, utilizando un nimero de puntos de integracién igual al de
la integracion reducida [22].

Con el animo de estudiar la capacidad para satisfacer la con-
dicién de deformaciones transversales nulas de los elementos
implementados, se analizan modelos de un solo elemento finito BSWy
se varia su longitud (manteniendo su altura constante) alcanzando
relaciones de esbeltez A entre 1y 20.

Los resultados obtenidos aplicando integracién numérica exacta
y reducida en las componentes de flexién y torsion de la matriz de
rigidez se normalizan respecto a los obtenidos usando los mode-
los con elementos cuadrilateros S9R5 [19], que se comparan en las
tablas 1y 2. La primera tabla corresponde al andlisis a flexién y la
segunda al andlisis a torsién. Los datos incluidos corresponden a las
vigas modelizadas con secuencia de apilado unidireccional [0];¢.

Las tablas 1 y 2 muestran que los resultados que mas se
aproximan a los obtenidos con las modelizaciones con elemen-
tos cuadrilateros S9R5 [19] para flexion y torsién son los de los
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elementos C-BSW con integracién exacta y Q-BSW con integra-
cién reducida, y cabe sefialar que entre ellos no hay diferencias
apreciables. Después destacan los resultados del elemento Q-BSW
con integracién exacta y, por ultimo, los resultados de L-BSW con
integracién reducida. Los resultados para el elemento C-BSW con
integracién reducida fueron coincidentes con los de integracién
exacta.

Vale la pena remarcar que en ninguno de los casos estudiados
se obtuvo el bloqueo de la solucién.

4.2. Andlisis de convergencia

Se estudia la convergencia de los elementos formulados (L-BSW,
Q-BSWy C-BSW) para los casos en que se utiliza integracién numé-
rica exacta y reducida de las componentes a flexién y torsion de
la matriz de rigidez del elemento. El andlisis se realiza en vigas de
longitud y altura constante (esbeltez A =20) variando el nimero
de elementos BSW usados en cada modelizacién y se comparan
con los resultados obtenidos usando un modelo de 960 elementos
cuadrilateros S9R5 [19].

Aunque el andlisis de convergencia se ha realizado en vigas
con secuencias de apilado [¢]16 (9 €[015, 30, 45, 75, 90]), en este
apartado solamente se muestran los resultados obtenidos para la
secuencia [45]1g, por ser la que presenta mayores diferencias por-
centuales con respecto a los resultados obtenidos en modelos con
elementos cuadrilateros S9R5 [19]. En [20] se puede encontrar mas
informacion sobre el resto de resultados.

Los resultados de la integracién numérica exacta y reducida se
comparan en las tablas 3 y 4. La primera tabla corresponde al ana-
lisis a flexion y la segunda al andlisis a torsion.

En lineas generales, todos los elementos estudiados convergen a
la solucién obtenida con la malla de elementos cuadrilateros S9R5.

Tabla 1
Viga I de laminados [0];¢ sometida a flexién. Comparacién de resultados en analisis
de bloqueo entre integracién exacta e integracion reducida.

Tabla 3

243

Viga de laminados [45]6 sometida a flexién. Convergencia de resultados utilizando
integracion exacta y reducida

Niam. elementos Wgsw /Wsors

L-BSW Q-BSW Q-BSW C-BSW

(Int. red) (Int. exac) (Int. red) (Int. exac)
1 0,7224 0,7426 0,9613 0,9613
2 0,9016 09178 0,9613 0,9613
3 0,9350 0,9471 0,9613 0,9613
4 0,9466 0,9552 0,9613 0,9613
5 0,9517 0,9583 0,9613 0,9613
6 0,9547 0,9598 0,9613 0,9613
7 0,9563 0,9603 0,9613 0,9613
8 0,9578 0,9608 0,9613 0,9613

Tabla 4

Viga de laminados [45];¢ sometida a torsién. Convergencia de resultados utilizando
integracion exacta y reducida

Nam. elementos Opsw/Osors

L-BSW Q-BSW Q-BSW C-BSW

(Int. red) (Int. exac) (Int. red) (Int. exac)
1 1,0224 0,8370 0,9924 0,9766
2 0,9862 0,9475 0,9889 0,9880
3 0,9880 0,9713 0,9889 0,9889
4 0,9880 0,9801 0,9889 0,9889
5 0,9880 0,9836 0,9889 0,9889
6 0,9889 0,9862 0,9889 0,9889
7 0,9889 0,9871 0,9889 0,9889
8 0,9889 0,9871 0,9889 0,9889

En los analisis a flexion, los resultados del elemento Q-BSW con
integracién exacta se aproximan mas a los de elementos C-BSW que
los resultados de L-BSW con integracién reducida, mientras que en
los analisis a torsién sucede lo contrario.

En las figuras 5 y 6 se comparan los resultados obtenidos con los
elementos L-BSW, Q-BSWy C-BSW; el parametro de comparacién es
el nimero de nodos. No se incluyen los resultados de los modelos

A=Llh Wasw /WsoRs

L-BSW Q-BSW Q-BSW C-BSW

(Int. red) (Int. exac) (Int. red) (Int. exac)
1 0,5520 0,5711 0,5713 0,5713
2 0,5706 0,6294 0,6312 0,6312
3 0,6180 0,7168 0,7237 0,7237
4 0,6536 0,7799 0,7957 0,7957
5 0,6783 0,8193 0,8468 0,8468
6 0,6952 0,8417 0,8828 0,8828
7 0,7073 0,8528 0,9083 0,9083
10 0,7272 0,8527 0,9510 0,9510
15 0,7397 0,8258 0,9771 0,9771
20 0,7442 0,8031 0,9870 0,9870

Tabla 2

Viga I de laminados [0];6 sometida a torsiéon. Comparacion de resultados en andlisis
de bloqueo entre integracién exacta e integracion reducida

A=Llh Opsw/Osors

L-BSW Q-BSW Q-BSW C-BSW

(Int. red) (Int. exac) (Int. red) (Int. exac)
1 3,0683 3,4272 3,4411 3,4410
2 1,2825 1,5362 1,5756 1,5755
3 1,0575 1,2677 1,3420 1,3417
4 0,9747 1,1418 1,2491 1,2486
5 0,9314 1,0599 1,1937 1,1930
6 0,9078 1,0039 1,1578 1,1567
7 0,8937 0,9629 1,1309 1,1295
10 0,8849 0,8953 1,0830 1,0806
15 0,9118 0,8585 1,0457 1,0412
20 0,9535 0,8528 1,0302 1,0237

Wasw
= 1,10
WsoRs
1,00
o —
0,901
Integracion
Reducida Exacta
0,80+ —&— L—BSW —— Q—BSW
-~-- Q—BSW --®-- C—BSW
~ox-- C—BSW
0,70 T T T T
2 3 4 5 6 7
Nam nodos

Figura 5. Comparacién de resultados en andlisis de convergencia segiin el niimero
de nodos para una viga sometida a flexion.

— 1,10
6SQF{S
1,00 EEEEsS aeem
0,90
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0,80 1 —=—L—BSW —>— Q—BSW
-4 - Q-—BSW --o-- C—BSW
---%--C— BSW
0,70 T T T T
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NUm nodos

Figura 6. Comparacién de resultados en andlisis de convergencia segiin el niimero
de nodos para una viga sometida a torsion.
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Figura 10. Variacién de los resultados en el extremo libre de la viga C en vola-
dizo para diferentes orientaciones de las fibras en laminados [+ ¢]4s (carga vertical
excéntrica).

con elementos lineales L-BSW e integracién exacta por presentar
bloqueo de la solucién.

Las figuras 5 y 6 muestran que los modelos con elementos L-
BSW e integracién reducida tienen un mejor comportamiento que
los elementos Q-BSW con integracién exacta para el mismo nimero
de nodos.

También se observa que no hay diferencias importantes entre
los resultados obtenidos con los elementos Q-BSW con integracién
reducida y con los elementos C-BSW.

5. Anadlisis de una viga en voladizo con seccién en C

Se estudia el comportamiento a flexién y torsién de una viga con
seccién C formando laminados compuestos (fig. 7), empotrada en
un extremo y sometida a carga vertical excéntrica que genera un
momento torsor negativo de 1 kN mm.

Las propiedades de la seccién se muestran en la figura 8.

El andlisis se realiza con 10 elementos de 2 nodos (lineales) e
integracién reducida L-BSW.

Al igual que en el apartado 4, los laminados que conforman la
viga tienen 16 capas de laminas en fibra de vidrio embebida en
matriz epéxica (Gl.-Ep, Reddy [17]) de 0,13 mm de espesor cada
una (Vargas [20]).

Los resultados obtenidos usando 10 elementos L-BSW se compa-
ran con los resultados obtenidos con 400 elementos cuadrilateros
S9R5 (tipo DK, 9 nodos, 5 grados de libertad e integracién reducida
[19]).

Se analiza la variacién del giro por torsion para laminados unidi-
reccionales [¢];g y bidireccionales [+ ¢]4s cuando cambia el angulo
de orientacién de las fibras que componen la seccion transversal de
la viga.

¢ Laminados unidireccionales [¢];¢. La figura 9 muestra los resul-
tados cuando se aplica la carga puntual excéntrica. Se observan
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diferencias entre los modelos comparados de un 4,3% en el giro
por torsion y de un 8,5% en el desplazamiento vertical.

e Laminados [+ ¢]4. La figura 10 muestra los resultados cuando
se aplica la carga puntual excéntrica. Se observa que las mode-
lizaciones con elementos unidimensionales (L-BSW) presentan
diferencias de un 2,7% en el giro por torsién y de un 2,3% en el
desplazamiento vertical con respecto a las modelizaciones con
elementos cuadrilateros S9R5 [19].

En las referencias [22,20] se muestran otros ejemplos de aplica-
cion del elemento L-BSW al calculo de vigas de seccién abierta con
materiales compuestos.

6. Conclusiones

Se han formulado, implementado y validado elementos finitos
tipo BSW para el andlisis a flexion y torsién en vigas de seccién
abierta y constituidas por laminados compuestos. La cinematica de
la viga incluye las deformaciones de corte por flexién y torsion.
Los elementos usan algoritmos de bisqueda por grafos [18] para
el calculo de la funcién de alabeo primario de tal manera que son
independientes de la seccion de la viga. Los elementos desarrolla-
dos en esta investigacion son de 3 tipos, segln las funciones de
interpolacién de los movimientos: lineal L-BSW, cuadratico Q-BSW
y cbico C-BSW. Los resultados se han comparado con los obteni-
dos con elementos cuadrilateros S9R5 [19] y con resultados de la
literatura.

El estudio de la influencia entre aplicar integracién numérica
exacta y reducida de las componentes a flexién y torsién de la
matriz de rigidez del elemento ha mostrado que los elementos L-
BSW presentan bloqueo con integracién exacta, mientras que los
de aproximacién Q-BSW y C-BSW no. También se observa que se
requieren al menos 5 elementos de aproximacién cuadratica Q-
BSW con integracion exacta para obtener los mismos resultados
que utilizando elementos de aproximacién ctibica C-BSW.

El fendmeno de bloqueo se eliminé en los elementos de aproxi-
macioén lineal L-BSW utilizando integracién reducida. En este caso,
esto equivale a calcular todos los términos de la matriz de rigidez
con un solo punto de integracién.

Los elementos de aproximacién cuadratica mejoran sus resulta-
dos al aplicar integracién reducida y se aproximan a los resultados
obtenidos con elementos de aproximacién cibica C-BSW.

Los elementos C-BSW no presentan variaciones apreciables en
sus resultados cuando cambia el tipo de integracién numérica
(reducida o exacta).

Los elementos de aproximacién cuadratica Q-BSW convergen
con 2 elementos a los resultados obtenidos con modelos de elemen-
tos de aproximacién cudbica. Estos tGltimos proporcionan buenos
resultados utilizando un solo elemento.

El elemento que mejor convergencia presenta a un menor
nimero de nodos es el de aproximaciéon cuadratica Q-BSW con
integraciéon reducida. Sus resultados no presentan diferencias
apreciables con respecto a los obtenidos con elementos con apro-
ximacién cabica C-BSW.

En el estudio de una viga con seccién en C, la diferencia en los
resultados utilizando los elementos de aproximacién lineal L-BSWe
integracién reducida (10 elementos en cada modelo de viga) frente
a los modelos de 400 elementos cuadrilateros S9R5 fue inferior al
10% en los casos de torsiéon pura y flexotorsion.
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Apéndice
A.1. Coeficientes matriz de la seccién transversal E

Los coeficientes de la matriz de rigidez de la seccién transversal
de la viga son:

Ey = /Ands
N
Eip = _/(A11y+IB%11 sino)ds
S
Ei3 = /(A]]Z-B]] cosa) ds
S
Eiy = —/(Anws —B110n) ds
N
Eis= | Bigds
Eig = | Ajgcosads

Aqgsinads

Aqgps ds

o)
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(Anyz + 2Bq1ysino + Ansinza) ds
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Exy = /(Anyws +B11 (wssina — ypn) — Dy1pn Sine) ds
S

Eys = — /(B16y+]]1>16 sina) ds

S

Eye = —/(A]Gy-i-Bls Sil‘lO[)COdeS
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Ey; = —/(A16y+IB%15 sina)sinc ds
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N
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S
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S
Es5 = /(B]sz — D16 COSO() ds
S
Esg = /(Alsz — By cosa)cosads
S
E3; = /(Alsz —Bigcosar)sinads
N
E3g = /(Amz — By1g cos ) ps ds
N
Egq = /(Anwsz — 2B11WsPn +D11,0n2) ds
S
Egs = — /(Bmws —Digpn) ds
S
Ege = - /(Alsws — B1g0n) cosards
S
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Los términos Ay, By, Dy y Hy se obtienen incluyendo la nueva

«condiciéon de esfuerzos nulos en el contorno» en las relaciones
tensién-deformacién para un laminado.

A.2. Coeficientes de la matriz del elemento de viga

Los coeficientes de la matriz de rigidez del elemento de viga son:

I (e)- NG

K. = E11N;Nidx

L Y In /g(e) T

I (e)- NG

K. = E1gN;Nidx

L Y 112 /l(e) 107

I (e)— NG

K. = E17N;Nidx

L Y 113 /l(e) 7

1(5;) = / (E1s + E1g) N/Njdx

L 114 {e)

1(5;) = / (E1sN; + E17N;) Njdx
L 115 {e)

1(§]?> = / (Ex2Nj — EqN;) Njdx
L 116 L(e) (22)
K| = / [E1aNiN; + (E1s — E1g) NiN;] dx
L 117 £e)

I (e)— NG

K. = EggNN:dx

L ¥ 12 /l(e) 66™i J

I (e)— NG

K. = Eg7NNidx

L Y 123 /K(e) 7% J

ng) = / (Ess + Egs) NjN/dx

L 124 £e)

I(Ej) - / (Es6N] + Eg7N;) Nydx
L 125 £e)

donde le = 0xN;, y los coeficientes Ej; se definen de acuerdo a las
ecuaciones (21).
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