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Neste trabalho foram comparadas 3 diferentes solu¢des para o problema direto da tomografia de impe-
dancia elétrica utilizando o método das diferencas finitas. Nesta técnica sdo posicionados elétrodos no
contorno/fronteira de um volume a ser estudado e, em 2 deles, sdo injetados padrdes de correntes e, nos
elétrodos restantes, realizadas medidas do potencial elétrico. A inversdo numérica dos dados permite a
reconstrucdo do dominio analisado. Duas novas aproximagdes sdo propostas para o problema direto e
comparagoes sdo realizadas a partir de resultados disponiveis na literatura. Com o estudo aqui realizado,
para uma das aproximagdes propostas foi observada uma melhora significativa da acuracia comparada

aos resultados obtidos com a aproximacao da literatura.
© 2012 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Publicado por Elsevier Espafia, S.L.U. Todos os
direitos reservados.
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The present study compares three different solutions for the direct problem of Electrical Impedance
Tomography using the finite difference method. In this technique, electrodes are positioned on the boun-
dary of a volume to be studied, and in two of them current patterns are injected and measurements of
electrical potential are made in the remaining electrodes. The numerical inversion of the data allows
reconstruction of the analyzed domain. Two new approximations are proposed for the direct problem
and comparisons are performed based on results available in the literature. In the study performed here,
in one of the proposed approximations it was observed a significant improvement in accuracy compared

to results obtained with the approximations in the literature.
© 2012 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espaiia, S.L.U. All rights
reserved.

1. Introducao de corrente utiliza 2 dos elétrodos alocados para injetar corrente

A técnica de tomografia por impedancia elétrica (TIE) é
um método de imageamento ndo invasivo, onde sdo utilizadas
informacdes das propriedades elétricas de um objeto para obten¢ao
de imagens de uma secdo transversal do seu interior. Por proprie-
dades elétricas se entendem especificamente a condutividade e a
permissividade elétrica. No processo de obten¢do de imagens por
TIE é necessario alocar elétrodos no contorno de uma determinada
regido do objeto em conjunto com uma fonte de corrente. A fonte
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no interior do dominio e medidas dos potenciais elétricos sdo reali-
zadas nos demais elétrodos. Um algoritmo matematico reconstroéi
numericamente imagens de um plano transversal do corpo, a par-
tir dos valores de impedancia, condutividade ou permissividade
elétrica estimados no plano analisado.

Foram desenvolvidos estudos numéricos aplicados a solucdo do
problemadireto da TIE, utilizando para isso o método das diferencas
finitas (MDF). Valendo-se desse método foram desenvolvidas 2
novas aproximacdes e testadas 3 para a equac¢do generalizada
de Laplace. Por sua vez, o objetivo desse trabalho é avaliar as 2
aproximagdes propostas em relacdo a uma terceira aproximac¢ao
comumente utilizada na literatura e definir aquela que apresenta
melhor equilibrio entre acuracia, tempo e estabilidade, pensando
no emprego dessa aproximacao para solucdo do problema inverso
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da TIE, o qual é mal condicionado e, para sua solug¢do, necessita o
emprego de técnicas numéricas precisas, velozes® e estveis.

2. Modelagem matematica do problema direto

O problema direto da TIE envolve a determinac¢do da distribuicdao
dos potenciais no interior de umaregido €2 e a resposta no contorno
952, supondo conhecida a distribui¢do de condutividade. A mode-
lagem matematica desse problema, considerando uma distribuicdo
quase estatica de cargas [1,2]¢, permite obter uma equacdo diferen-
cial parcial capaz de modelar o potencial em €2, a qual é exibida a
seguir [1-3]:

@.(0%u)=0€m9 (1)

onde u é o potencial e ¢ é a condutividade elétrica em um ponto
qualquer no interior da regido.

Propriedades elétricas, tais como a condutividade elétrica e a
permissividade elétrica, determinam o comportamento de materi-
ais quando submetidos a campos elétricos externos. Teoricamente
seria possivel construir um modelo matematico de distribuicdao
de condutividades em 2 ou, de outro modo, também poderia ser
construido um modelo levando em consideracdo apenas a permis-
sividade [4] desta regido. Esses 2 modelos podem ser utilizados
separados ou conjuntamente para produzir imagens de €2 [5]. No
entanto, como pode ser observado na equagdo (1), um modelo
tedrico tipicamente utilizado na literatura e utilizado neste artigo
considera somente a condutividade do dominio avaliado, ou seja,
considera somente o termo real da impedancia elétrica.

As condi¢cdes de contorno (CC) para o problema direto da
TIE correspondem aos valores de correntes/potenciais aplicados e
medidos no contorno, e satisfazem a seguinte expressao:

ou
=-—0-—emas2 2
h=-05 )
onde n é um versor normal a superficie do objeto e J, é a densidade
de corrente na dire¢do do versor n.
O problema direto pode ser definido matematicamente como a
solucdo da equagdo (1) para a condi¢do de contorno (2).

3. 0 método das diferencas finitas

No MDF o dominio é discretizado na forma de retdangulos
ou quadrados. Sendo assim, a malha pode ser representada por
intervalos definidos por Ax = % e Ay = %2, onde N e M sdo nime-
ros inteiros positivos que representam o ndmero de divisdes do
dominio nas coordenadas x e y, respectivamente [6]. O ponto
nodal (i, j) possui as coordenadas (x;, y;), dadas por x;=xo + Axi
e yj=yo+ Ayj. O niimero maximo de linhas em x é denotado por
imax =N e o nimero total de linhas em y é denotado por jmax = M.

Quanto as derivadas na dire¢do normal a 052, a sua discretizacdo
pode ser realizada de diversas maneiras, dependendo do grau
de acuracia desejado. No entanto, isso foi realizado utilizando 4
expressoes; 2 delas sdo apresentadas a seguir [7]:

Biu ~ R, 3Ll,"j — 4Ll,',]1j + u,-,z.jh_ 3Ll,'7j — 411,',]',1 +Ujj2= (3)
on 2Ax 2Ay
du o (3uij— Aty +Uivgz 3Uij—Alije + Uigr23 )
on 2Ax 2Ay

b Nesse artigo a «velocidade» de uma determinada aproximag¢do numérica é sind-
nima do custo computacional de processamento da mesma.
¢ Ler paginas 28 e 29 da referéncia [1].

Duas outras sdo apresentadas a seguir [8]:

(147u;j — 360u;_1 j + 450u;_5 j — 400u;_3 j + 225U;_4j — 72U;_s5j + 10U;_g j )~
i+
60Ax
(147u;j — 360u;;_y +450u;j_5 — 400u;j_3 + 225u;;_4 — 72u;j_5 + 10u;j_g)~
604y 1

2
=

(5)

(147u;; — 360uj,1j + 450u;,5 j — 400u;,3 j + 225U;,4 ) — 72Uj5j + 10U,65)
60Ax

n (147u;; — 360u; j.1 + 450u; j, 5 — 400u; j,3 + 225U, j 4 — 72U; j;5 + 10U; j16)~

60Ay J

i+

5|
=

(6)

O vetor unitdrio 71 em coordenadas cartesianas é definido como
n= [cos(@)i + sen(@)ﬂ ,onde 6 é o angulo entre o vetor ii e 0 eixo da
coordenada x no plano.

Para a solu¢do do problema direto da TIE é necessario discretizar
aequacdo (1).Isso pode ser realizado utilizando a equagio a seguir,
deduzida nesse trabalho a partir de aproximagdes por diferencas
finitas centradas para a derivada de primeira e de segunda ordem:

Ui1j+ Uiprj+ Uijpr + U1

Uij =

4
1

+ 607, (0141, — 01-1,))(Uis1j — Uii1 )

+(0ijy1 = Oij-1)WUijr1 — Uij1)] )

Foram testadas ainda 2 outras aproximagdes para o potencial
elétrico em 2. Uma dessas aproximagdes é tipicamente encontrada
na literatura e foi extraida do trabalho [3].

Ui j
B (04, jUis1. )01 Ui A0, 51U )+ 0y 1plijo1)

(01, j 7015 T 0151+ 015 1)

(8)

onde, Giv1p2j, Oi_1/2j> Tij+1j2 € Oij_1/2, Sa0 0s valores da condutivi-
dade em pontos localizados centralmente entre os pontos (i, j) e
(i+1,j), (i,j)e(i—1,j), (i,j)e(i,j+1)e(i,j) e (i,j— 1), respectiva-
mente. A condutividade nesses pontos pode ser obtida através do
calculo da média harménica da condutividade entre as regides adja-
centes avaliadas. Portanto, a condutividade no ponto médio entre
os pontos (i+a, j+b) e o ponto (i, j), sendo a e b nimeros inteiros
quaisquer, é dada por:

(Gi+a,j+b0i,j)

Oir9h,j+% = (a,-wwm,-.j) 9)
2

Além das equacdes (7) e (8), foi proposta uma terceira equacdo
para aproximar o potencial numa regido com condutividade hete-
rogénea. As equacoes (7) e (8) aproximam o potencial em um ponto
(i, j), utilizando os 4 pontos adjacentes mais préximos a ele (esténcil
de 5 pontos). No entanto, é possivel fazer essa mesma aproximacao
utilizando os 8 pontos adjacentes ao ponto (i,j) (esténcil de 9
pontos). Como uma alternativa para as aproximacdes (7) e (8), o
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potencial em €2 pode ser aproximado utilizando a expressdo mos-
trada a seguir:

4 (% Vz,j“i“J) + ("i— Vz,j“f—1~f)

Uij=z

(Ui+ Yo, j T O jT 01510 1/z)
(Ui,j+ Uit | + 195 15lij-1
(UH Y, j ¥ 0 va,j T % Vot %o 1/z)

1 Gi+1/2,j+1/2'ui+1,j+1) + <O‘i+1/2,].—1/2ui+],j—1>

+

(10)

+
(0i+1/2,j+1/2+Gi+1/2,j—1/2+Gi—1/2,j+1/2+0i—1/2,j—1/2)
(% Va,j+ 1/z“i—1,f+1) + (U,-f Yo, j — Vali-1i-1

(Ui+1/z,j+1/z+0i+1/z,j—1/z+Gi_1/z,j+1/z+0i—1/z,j—1/z>

Esta nova equacdo é proposta com base na equacgdo (8) e na equagao
apresentada por Adams et al.[9].

4. Materiais e métodos

Utilizando o ambiente virtual Matlab®, foram implementa-
dos algoritmos capazes de solucionar problemas de valor de
contorno (PVC) que envolvam a equagdo (1). Primeiramente, as
aproximagdes foram utilizadas para a solu¢do de um PVC com as
seguintes condi¢des de contorno: u(0,y)=0, u(l1,y)= cos(my),
du(x,0)=0e 2 (x,1)=0.Considerando um dominio com condu-
tividade homogénea, este PVC possui a seguinte solucdo analitica

_ senh(mx) cos(my)

ulx,y) = senh(m) an

Para a solug¢do numeérica, a aproximacao do valor da variavel
de interesse em §2 foi realizada utilizando as equagdes (10) e (8). A
aproximacao (7) ndo foi empregada porque se reduz a aproximagao
(8) para um dominio com condutividade homogénea. Para os valo-
res das derivadas em 02, foram utilizadas as equacdes (3), (4), (5)
e (6), e a defini¢do de vetor unitdrio em coordenadas cartesianas.
As equagdes obtidas sio mostradas a seguir:

Para a equagdo (3) com y =1, angulo de 90° e isolando u;;.

Auij1 —Uij

Ui j ~ 3 (12)
Para a equagdo (4) com y =0, angulo de 270° e isolando u;;.
ujj~ w (13)
Para a equagdo (5) com y =1, dngulo de 90° e isolando u;;.
ujj ~

(360u;j_1—450u; j_5+400u; j_3 — 225u; j_4+72u;_5 — 10u;j_g)

147
(14)

Tabela 1

L4

L1 L3

L2
Figura 1. Rétulos atribuidos a cada um dos lados da regido avaliada.
Para a equagdo (6) com y =0, angulo de 270° e isolando u;;.
uj j ~

(360u; ;.1 —450u; j,2+400U; j,3 — 225U; j, 4+72; .5 — 10U; .6 )
147

(15)

As equacdes (12) e (13) foram utilizadas associadas a equagdo
(8), enquanto as equacgdes (14) e (15) foram empregadas conjunta-
mente a equagdo (10), para a aproximagdo da solucdo do PVC.

A solucdo das equagoes foi realizada utilizando 3 diferentes
malhas regulares com matrizes de 25 x 25, 49 x 49 e 97 x 97. Para
a solucdo do sistema linear foi utilizado um algoritmo iterativo de
sobre relaxagdo sucessiva [10].

O erro associado a cada aproximacdo foi o fator principal a ser
considerado para a escolha do conjunto de equagoes utilizadas
durante a solu¢do numérica. No caso das equagdes (12) e (13), elas
possuem erro da ordem de h2, sendo que h=Ax= Ay, de acordo
com a referéncia [8], da mesma ordem de grandeza da equacgdo (8).
Enquanto, de acordo com a mesma referéncia, o erro associado as
equagdes (14) e (15) é aproximadamente igual a h®, exatamente a
mesma ordem de grandeza do erro associado a equagdo (10) [11].

Ap6és a introducdo das CC e a obtencgdo do valor da variavel de
interesse em cada né, foi calculado o erro relativo para as solugées
aproximadas em relagdo a solug¢do analitica. O erro relativo foi cal-
culado em cada um dos nés da malha, sendo assim obtida uma
distribui¢do para o erro no dominio.

Em uma segunda etapa do trabalho foi resolvido o problema
direto da TIE para geometria retangular. Quanto a discretiza¢io do
contorno, nos pontos onde nado havia presenca de elétrodos, a deri-
vada do potencial na dire¢io normal a superficie foi considerada
como possuindo valor 0. Assim, foram obtidas 4 discretizacGes para
a derivada no contorno, dependendo do lado do retangulo consi-
derado. Para facilitar a compreensao das quantiza¢des realizadas,
a cada lado foi atribuido um rétulo L1, L2, L3 e L4, como mostra a
figura 1 apresentada a seguir.

Nos elétrodos foi considerado o valor da densidade linear de cor-
rente J, definida como a razio entre o valor nominal da corrente e a
dimensdo linear de contato do elétrodo com o dominio. Utilizando
essa definicdo para a densidade superficial de corrente, foram obti-
das as aproximagodes para o contorno, as quais estdo reunidas nas
tabelas 1 e 2.

Aproximagoes por diferengas finitas da equagdo (2), utilizadas em conjunto com as discretizagdes de 5 pontos para a equagdo (1)

Lado Regido com elétrodo Regido sem elétrodo
o sy = 4ui+1‘j3* Uiz iﬁoxLi = AUy j — Uigpj
L2 Ujj = M - é?;;_l Ujj = 4ui’j+137 ko
L3 Ujj = 74%'71‘]'3_ N2 ;?{fl_f Uij = Bty 2y
14 = Auija —Uijo  2Ayi g = 4”.‘,}1; Uij 2

3 300[,
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Tabela 2

Aproximacgoes por diferencas finitas da equagdo (2), utilizadas em conjunto com a discretiza¢do de 9 pontos para a equagdo (1)

Lado Regido com elétrodo Regido sem elétrodo
( 360.u;,1; — 450.U4, j +400.1,3 ) ( 360.u;,1; — 450.U, j +400.1,3 )
. b —225.Ui45 +72.Uiy5) — 10.Uis; /| 60Axi b —=225.Uj14j + 72.Ujy55 — 10.Uj6 5
tg 147 14700L R 147
360.Uf’j+] = 450.1.!,'1]42 P 400.“,",43 360.u,-vj+1 = 450.1.!,'1]42 P 400.14,",43
> b (360.1.11;}41 —450.u;,5 +400.u; 1,3 ) B 60Axi b ( —225.U;j,4 + 721545 — 10.U; 46 )
iy 147 14700L 1 147
360.11{,1,]‘ = 450.11,;2J' ar 400.”,‘,3'1' 360.11,‘,1»]‘ = 450.11,‘,2,]‘ aF 400.”,‘,3'1'
( —225.Ui_4j+ 72.ui_5; — 10.Uj_g ) 60AX.i ( 360.u;_1,j — 450.u;_5 j +400.u;_3 )
L3 Uij = 147 " 4700l Uij = 147
360.1;_1 — 450.1;j_5 +400.1;_3 360.;_1 — 450.1j_, +400.1;_3
<360.va1‘,1 = 450.”,"];2 ar 400.1,!,"}',3 ) 60AXi ( —225.14,"};4 ot 72.ui_j,5 = ]O.U,'yj,s )
L4 g = 147 ~ T4700L Hij = 147

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 2. Forma da distribuicao de condutividade utilizada durante os testes. Para
a regido escura foi utilizado o valor para condutividade de 20 u. m. c., enquanto
para a regido branca o valor utilizado foi de 110 u. m. c.

Solugao analitica
1

O dominio analisado conta com 16 elétrodos dispostos em
um quadrado com dimensdes 1 x 1 unidades de medida de area
(u. m. a.), sendo que em cada face do dominio foram arranjados
4 elétrodos. Cada um dos elétrodos possui dimensdo linear 0,12
unidades de medida de comprimento (u. m. cp.). O valor de Ax
é numericamente igual ao valor de Ay, valor que ird depender
do tamanho da matriz. Basicamente, foram utilizados 3 distintos
tamanhos de matriz para os testes: 25 x 25, 49x49 e 97 x 97
elementos de matriz.

Em relacdo as distribui¢ées de condutividade utilizadas para os
testes, para um dominio homogéneo foi utilizado o valor de 20
unidades de medida de condutividade (u. m. c.); para um domi-
nio heterogéneo a distribui¢cdo de condutividade utilizada possui 2
distintos valores, 20 u. m. c. e 110 u. m. c., respectivamente, para
regides da figura 2, apresentada a seguir.

Para a corrente, foi empregado o valor de 3,00 unidades de
medida de corrente (u. m. cr.), e esta foi injetada em pares de elé-
trodos adjacentes. Por sua vez, os elétrodos de inje¢do de corrente
estdo localizados entre as posi¢des 0,0833 -0,1667 u.m.cp.e 0,3333

® o a0

02 0,4 0,6 038 1
X

Figura 3. Solucdo analitica e numérica do PVC abordada para as matrizes 25 x 25, 49 x 49 e 97 x 97.
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-0,4167 u. m. cp. em todos os testes realizados.O sistema linear foi
resolvido utilizando o algoritmo iterativo de Gauss-Seidel [12].

Apés fazer a aproximacdo do potencial, foram realizadas
comparac¢des entre diferentes tamanhos de matriz. Isso foi
realizado mediante a construgdo de graficos do potencial em fun¢ao
de x ou y, para um valor de y ou x especifico. As regides escolhidas
paratracar os graficos foram as regides do contorno, ou seja, aquelas
regides onde estavam localizados os elétrodos de inje¢do. O princi-
pal objetivo desse teste é observar a diferenca entre os potenciais
calculados por uma mesma aproximagao, para diferentes tamanhos
de matriz.

Foi realizado apenas um teste para analisar a estabilidade das
aproximacoes. Resumidamente, esse teste utilizou dominios seme-
lhantes aos apresentados na figura 2, variando a condutividade da
regido em branco e verificando para determinada distribui¢do de
condutividade se a solu¢do numérica convergia ou ndo.

Quanto ao tempo computacional, ndo foram realizados pro-
cedimentos especificos para analisa-lo. No entanto, por meio do
emprego de um computador (2Gb de memoéria RAM, processa-
dor Intel, modelo core 2 duo) e considerando o método iterativo
de Gauss-Seidel para as matrizes 25 x 25, as solu¢des numéricas
foram obtidas em poucos segundos (cerca de 3-4s). Em relacdo as
matrizes maiores, como 49 x 49 e 97 x 97, o tempo necessario para
obtenc¢do das soluc¢des foi maior. Por exemplo, considerando matri-
zes 49 x 49, as solugdes foram obtidas em cerca de 30-40 segundos,
enquanto para matrizes 97 x 97, de 3-4 minutos foram necessarios
para avisualiza¢do da solu¢do numérica. Quanto as solugées produ-
zidas utilizando o método de sobre relaxagdo sucessiva, para todos
os tamanhos de matriz empregados as solu¢des foram obtidas em
poucos segundos, no maximo 10 segundos para matrizes 97 x 97.

5. Resultados

Os resultados para a aproximagdo da solug¢do do PVC estdo reu-
nidos na figura 3 apresentada a seguir:

Cada uma das cores presentes nos graficos dispostos na figura 3
representa o valor numérico de uma variavel qualquer u, em
um ponto qualquer do dominio discretizado. Os graficos arran-
jados na parte superior da figura foram construidos utilizando
os valores calculados para u, empregando a solu¢do analitica do
PVC, representada pela expressdo (11). Para a construcdo dos
outros graficos, os valores de u foram obtidos valendo-se das
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Figura 4. Erro relativo percentual calculado em cada ponto da matriz 25 x 25, utili-
zando as solug¢des numeéricas e solucdo analitica do PVC. A) erro da solugdo numérica
utilizando a aproximagdo com esténcil de 5 pontos; B) erro da solu¢do numérica
utilizando a aproximagdo com esténcil de 9 pontos.

aproximagdes (8) e (10). Esse teste teve por objetivo analisar a
acurdcia das aproximag¢des numéricas apresentadas. Por sua vez,
a partir da visualizag¢do das solu¢des presentes na figura 4, devido a
precisdo das solu¢des numéricas ndo é possivel observar diferencgas
entre elas e a solucdo analitica. No entanto, foi realizado um teste
onde, para cada ponto do dominio, o erro relativo das solucdes
numéricas em relagdo a solugdo analitica foi calculado. Avaliando
os dados obtidos com esténcil de 5 pontos (equacdo [8]), para
uma matriz de 25 x 25, o erro relativo maximo apresentado por
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Figura 5. Solucdo do problema direto utilizando o padrdo adjacente de injecao de correntes e o esténcil de 5 e 9 pontos para as matrizes 25 x 25,49 x 49 e 97 x 97.
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esta aproximacdo foi cerca de 10* vezes maior comparado ao
erro relativo observado para aproximagdo de 9 pontos (equagdo
[10]). Diferencas semelhantes foram observadas para as matri-
zes 49 x49 e 97 x97. A figura 4 apresentada a seguir é uma
representacdo do erro relativo entre as solu¢ées numéricas e a
solucdo analitica, para cada ponto do dominio analisado, conside-
rando uma matriz de 25 x 25, para solugdo do PVC utilizando (8) e
(10).

0 erro percentual maximo apresentado pela aproximac¢do com
esténcil de 5 pontos na figura 4, foi cerca de 2x10°1%, enquanto o
erro maximo apresentado, para o mesmo tamanho de matriz, paraa
aproximacdo de 9 pontos foi cercade 3 x 10->%. Em cada um dos gra-
ficos, as regioes em vermelho sdo aquelas onde o erro percentual é
aproximadamente igual ao erro maximo apresentado considerando
todo o dominio.

Para a solucdo do problema direto em um dominio com
distribui¢do de condutividade homogénea foram obtidos os seguin-
tes resultados, exibidos na figura 5.

Afigura5 apresentaa solugdo do problema direto para um domi-
nio com distribuicdo de condutividade constante igual 20 u. m. c.
Esperava-se um comportamento do potencial semelhante aquele
apresentado pelo potencial de um dipolo elétrico. Essa expectativa
foi confirmada pelos dados, para as 2 aproximac¢des. Novamente,
apenas utilizando os gréficos do potencial elétrico u em fung¢do de
x e y, é dificil avaliar as diferencas dos resultados obtidos para 2
solucdes numéricas e para os diferentes tamanhos de matriz. Por
isso, naregido dos elétrodos, onde o gradiente de potencial é maior,
foram tracados graficos de u em fung¢do de x com y=0. Os graficos
do perfil do potencial, exibidos a seguir na figura 6, representam os
dados obtidos para solu¢des do problema direto apresentadas na
figura 6.

Os graficos da figura 6 representam a solu¢do do problema
direto para todos os tamanhos de matriz e, de forma individual,
aproximacoes (esténcil de 5 e 9 pontos) testadas na regido dos
elétrodos de injecdo de corrente. Nessa regido, como o potencial
varia de forma mais intensa, supostamente seria mais facilmente
observavel a diferenca entre os potenciais calculados utilizando
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Figura 6. Graficos do perfil do potencial tragado na regido onde estdo posicionados
os elétrodos de inje¢do paraa matriz 25 x 25,49 x 49 e 97 x 97. A) grafico tracado uti-
lizando a aproximagdo com esténcil a aproximagdo (8); B) grafico tragado utilizando
a aproximagao (10).
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Figura 7. Solucdo numérica do problema direto utilizando matrizes 25 x 25, 49 x 49 e 97 x 97, para as aproximagdes (07), (08) e (10).
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Figura 8. Graéficos do perfil do potencial tragado na regido onde estdo posicionados
os elétrodos de injecdo para a matriz 25 x 25, 49 x 49 e 97 x 97. A) grafico tracado
utilizando a aproximacdo (7); B) grafico tracado utilizando a aproximacao (8); grafico
tracado utilizando a aproximacdo (10).

diferentes tamanhos de matriz. Como a expressdo (10) é mais
precisa se comparada a expressdo (8), era esperado que ela apre-
sentasse menor variacdo entre as curvas tracadas. Observando a
figura 6, o grafico A é aquele aonde ha maior discrepancia entre
as curvas do potencial. Como ele foi tracado utilizando os dados
da solu¢do numérica do problema direto, obtidos por meio do
emprego da expressdo (8), a expectativa em relacdo aos resulta-
dos desse teste se confirmou, conforme pode ser observado na
figura 6.

A seguir sdo apresentados os resultados da solu¢do do problema
direto para uma distribuicdo de condutividade heterogénea, utili-
zando as aproximacgoes (7), (8) e (10).

A distribuicao de condutividade, sobre a qual as solucdes
apresentadas na figura 7 foram produzidas, é aquela repre-
sentada na figura 2. Quanto as aproximagdes, as equacdes
testadas apresentaram, qualitativamente, bons resultados para
essa distribuicdo de condutividade. No entanto, para melhor
avaliacdo das aproximagdes, graficos do perfil do potencial em
y=0 foram tracados. Para esses graficos era esperado que a
equacdo (10), caso pudesse aproximar o potencial em um domi-
nio com distribuicdo de condutividade heterogénea, apresentasse
resultados similares aos resultados obtidos com o emprego da
aproximacdo (8). No entanto, as solugdes produzidas através do
emprego da aproximacdo (10) para diferentes tamanhos de matriz
deveriam apresentar menor diferenca entre si, como foi observado
nos graficos do perfil do potencial para uma distribuicdo de condu-
tividade homogénea. Quanto a aproximacdo (7), como ela possui
acurdcia semelhante a equacdo (8), os resultados obtidos através
do seu emprego deveriam ser idénticos ou muito préximos aos
resultados apresentados por (8).

Os graficos do perfil do potencial, para cada uma das
aproximag6es abordadas, sdo apresentados na figura 8.

Considerando os graficos B e C dispostos na figura 8, eles apre-
sentaram diferengas entre as curvas tragadas e entre si, analogas
as diferencas observadas nos graficos dispostos na figura 6. Isso
indica que a aproximac¢do (10) pode ser aplicada para dominios
com distribui¢do de condutividade heterogénea. Quanto a equagdo
(7), como esperado, os resultados obtidos para essa distribui¢do de
condutividade sdo equivalentes aos resultados obtidos utilizando
(8).

Os resultados dos testes de estabilidade indicam que a
aproximacdo (7) ndo converge quando aplicada a dominios com
grandes gradientes de condutividade. Por sua vez, as aproximacgdes
(8)e(10) convergiram para todas as distribui¢cdes de condutividade
utilizadas durante os testes.

Ndo foram realizados testes para avaliar o tempo de convergén-
cia para as solugdes. No entanto, de forma qualitativa, ndo foram
observadas diferencas significativas para o tempo de convergéncia
entre as solu¢des avaliadas para um mesmo tamanho de matriz.

6. Consideracdes finais

Este trabalho testou diferentes aproximagdes para o problema
direto da TIE, pensando em sua aplicacdo para a solu¢do do
problema inverso. A solu¢do do problema inverso, por sua vez, cos-
tuma necessitar diversas solu¢des do problema direto. Por isso, a
definicdo de uma aproximac¢do mais precisa e a0 mesmo tempo
veloz para o problema direto, pode em muito contribuir para
um ganho de velocidade e/ou precisdo das solu¢cdes do problema
inverso.

Das aproximagdes testadas, a aproximacado (7) foi aquela com
resultados menos promissores. Em relacio a precisdo, ela é
equivalente a aproximacdo (8). Por outro lado, apresentou diver-
sos problemas de convergéncia, diferentemente das outras 2
aproximacoes.

A aproximacdo (8) exibiu bons resultados em rela¢do a conver-
géncia e razodveis em rela¢do a precisao.

A aproximagdo (10) mostrou 6timos resultados para precisdo e
convergéncia, sendo, dentre as aproximacdes testadas, aquela que
proporcionou melhores resultados.

Os dados obtidos permitem concluir que, utilizando uma
das aproximagdes que propomos (10), é possivel resolver o
problema direto com malhas menores mantendo ou melho-
rando a precisdo e a velocidade de convergéncia das solugdes,
quando estas solu¢des sdo comparadas as solu¢des produzidas
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empregando as demais equacdes testadas neste trabalho. Sendo
assim, a equacdo (10) é a mais indicada para aproximar a solucdo
do problema da TIE aplicando o MDF em malhas retangula-
res.

A solucdo tridimensional do problema direto da TIE pode ser
uma alternativa para melhorar a acuracia das solu¢des produzidas,
tendo em vista que solu¢des bidimensionais do problema direto
ndo consideram a propagacao tridimensional da corrente elétrica
através do objeto analisado. Por isso, os autores deste trabalho
estdo estudando uma extensdo tridimensional do método des-
crito, por meio da modificagdo para dominios ndo homogéneos das
aproximacoes estudadas na referéncia [13].
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