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INFORMACAO SOBRE O ARTIGO RESUMO
Historial do artigo: Neste trabalho aplica-se o método sem malha natural neighbour radial point interpolation method (NNR-
Recebido a 23 de margo de 2012 PIM) A analise unidimensional de vigas laminadas, considerando a teoria de Timoshenko.

Aceite a 26 de fevereiro de 2013

; ' O NNRPIM combina o conceito matematico dos vizinhos naturais com a interpola¢do radial pontual.
On-line a 14 de fevereiro de 2014

Os diagramas de Voronoi permitem impor a conectividade nodal e construir a malha de fundo para
efeitos de integracio, por intermédio das células de influéncia. E apresentada a construgio das funcdes
de interpolagdao NNRPIM, sendo, para estas, usada a fun¢do de base radial multiquadratica. As fungdes de
Viga de Timoshenko interpolacdo geradas possuem continuidade infinita e a propriedade de delta Kronecker, o que facilita a
Laminados imposi¢do das condi¢des de fronteira, uma vez que estas podem ser impostas com o método da imposi¢ao
Funcio de base radial direta, tal como no método dos elementos finitos (FEM).

De modo a obter o campo de deslocamentos e de deformagdes, a teoria de deformagao de Timoshenko
para vigas sujeitas a esforcos transversos é considerada. Varios exemplos numéricos de vigas isotrépicas
e vigas laminadas sdo apresentados de modo a demonstrar a convergéncia e a exatidao da aplica¢do
proposta. Os resultados obtidos sdo comparados com solugdes analiticas disponiveis na literatura.

© 2012 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Publicado por Elsevier Espaiia, S.L. Todos os
direitos reservados.
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ABSTRACT

Keywords: In this work, a meshless method, “natural neighbour radial point interpolation method” (NNRPIM), is

Meshless applied to the one-dimensional analysis of laminated beams, considering the theory of Timoshenko.

Timoshenko beam The NNRPIM combines the mathematical concept of natural neighbours with the radial point interpo-

]]izr:llig;at:;gis function lation. Voronoi diagrams allows to impose the nodal connectivity and the construction of a background
mesh for integration purposes, via influence cells. The construction of the NNRPIM interpolation functi-
ons is shown, and, for this, it is used the multiquadratic radial basis function. The generated interpolation
functions possess infinite continuity and the delta Kronecker property, which facilitates the enforcement
of boundary conditions, since these can be directly imposed, as in the finite element method (FEM).

In order to obtain the displacements and the deformation fields, it is considered the Timoshenko theory
for beams under transverse efforts. Several numerical examples of isotropic beams and laminated beams
are presented in order to demonstrate the convergence and accuracy of the proposed application. The
results obtained are compared with analytical solutions available in the literature.

© 2012 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espaiia, S.L. All rights
reserved.

1. Introducio

Recentemente, os métodos sem malha [1] tém-se afirmado

S . como alternativa numérica ao método dos elementos finitos

¥ Autor para correspondencia. (MEF)[2], permitindo a resolucdo de problemas com geome-
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processamento [1,3]. Distinto do MEF, onde o dominio é discreti-
zado numa malha de elementos, nos métodos sem malha o dominio
do problema é discretizado numa malha de nés e a conectividade
nodal é obtida por dominios de influéncia. Estes dominios, ao con-
trario dos elementos no MEF, podem e devem sobrepor-se. E esta
sobreposicdo e a escolha de dominios de influéncia convenientes
que permitem aos métodos sem malha, mesmo perante malhas
nodais muito irregulares, obter bons resultados.

Numa primeira fase foram desenvolvidos varios métodos sem
malha com recurso a fun¢des aproximadoras —-como o element
free galerkin method (EFGM) [1] ou o meshless local Petrov-Galerkin
method [4]- no entanto, apesar destes terem sido aplicados com
sucesso a mecanica computacional, alguns problemas ficaram por
resolver, tal como a imposi¢do das condi¢des de fronteira, devido a
falta da propriedade de delta Kronecker. Esta é uma das consequén-
cias diretas do uso de func¢Ges aproximadoras em vez de fungées
interpoladoras. Assim, de forma a dar resposta a esta limitagdo,
novos métodos sem malha foram desenvolvidos na tGltima década,
entre os quais o point interpolation method (PIM) [5,6], o natural
neighbour finite element method (NNFEM) [7,8] e o meshless finite
element method (MFEM) [9], fazendo uso de fun¢oes interpoladoras.

0 PIM é um método bastante atrativo pelo uso de fun¢des inter-
poladoras, gerando assim fun¢6es de forma com a propriedade de
delta Kronecker. A construgdo destas fun¢des de forma, tal como as
suas derivadas parciais, é um processo simples, quando comparado
com o EFGM. Entretanto o PIM evoluiu e em vez de utilizar fun¢des
de base polinomiais foi proposto, e aplicado com sucesso, 0 uso
de fungdes de base radial [10,11], sendo criado o radial point inter-
polation method (RPIM). Nos primeiros trabalhos sobre o RPIM as
func¢Ges de base radial utilizadas foram a multiquadratica e a gaussi-
ana [10,11]. Este utiliza o conceito de «dominio local de influéncia»
em vez de «dominio global de influéncia», gerando assim matri-
zes de rigidez esparsas e em banda, mais ajustadas a problemas de
geometrias complexas.

O natural element method (NEM) é atualmente um dos méto-
dos sem malha mais populares, isto porque as fung¢des de forma
sdo construidas com base nos vizinhos naturais, através de fung¢des
interpoladoras. A construgdo destas func¢des interpoladoras baseia-
-se em conceitos matematicos, como sao o caso dos diagramas de
Voronoi [12].

Anecessidade de uma malha de fundo para efeitos de integracao
é também um tema de grande discussdo nos métodos sem malha.
0 método apresentado neste trabalho da uma resposta original e
eficiente a essa necessidade.

Neste trabalho o natural neighbour radial point interpolation
method (NNRPIM) [13] é aplicado a resolucdo de problemas de
vigas, considerando a teoria da deformacdo de Timoshenko (teoria
de deformacdo de corte de primeira ordem). Recorrendo as célu-
las de Voronoi, um conjunto de células de influéncia é criado a
partir de uma discretiza¢do nodal. Para efeitos de integrac¢do é cri-
ada uma malha de fundo com pontos de quadratura distribuidos
segundo a regra gaussiana.

O NNRPIM utiliza fun¢des de base radial (RBF) para construir as
funcdes de interpolacdo. Na literatura é possivel encontrar varios
trabalhos sobre a obten¢do dos parametros de forma 6timos das
RBF [14-16] que conduzem a melhor solugdo. Relativamente ao
NNRPIM, é possivel encontrar na literatura estudos sobre os para-
metros de forma 6timos para o problema da mecanica dos sélidos
bidimensional e tridimensional [ 13], assim como para a formula¢do
de Reissner-Mindlin para placas e laminados [17]. Os parametros
de forma obtidos no trabalho de Dinis et al. [13,17] diferem dos
valores obtidos no trabalho de Wang and Liu [11], no entanto, os
parametros de forma obtidos por Dinis et al. [13,17] conduzem a
solu¢des mais proximas da solu¢do considerada como exata.

E notério, apds consultar a literatura disponivel, o interesse
continuo por parte da comunidade académica no sentido de
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Figura 1. Esquematizacdo da construcdo do diagrama de Voronoi. a) Identificacdo
dos nos; b) célula contendo os nés vizinhos; c) célula de Voronoi; d) diagrama de
Voronoi.

desenvolver modelos matematicos eficientes na previsido da res-
posta estatica e dindmica deste tipo de estruturas unidimensionais.
E possivel consultar em [18] uma revisio detalhada sobre algumas
das teorias de deformacdo de vigas e placas usadas na andlise esta-
tica e dindmica. O problema de vigas espessas encontra-se bem
estudado no campo dos elementos finitos [19,20]. No entanto, no
dominio dos métodos sem malha este é ainda um tema pouco
explorado [21-24].

2. Vizinhos naturais

Surgido em 1980, por Sibson [25], o conceito de vizinhos
naturais permite impor uma conectividade nodal celular [26],
traduzindo-se no conjunto de nés mais préximos do né em ana-
lise que, no caso unidimensional representado na figura 1(a), serdo
o né mais a esquerda e o n6 mais a direita.

Os vizinhos naturais sdo determinados recorrendo ao
diagrama de Voronoi, sendo que este é constituido por um
conjunto de células de Voronoi. A cada uma dessas células esta
associado apenas um né, para além do conjunto de todos os pontos
que estdo mais proximos desse n6 do que de qualquer outro.

Na figura 1 sdo exemplificadas as diferentes etapas para a
determinacgdo do diagrama de Voronoi. Assim, numa primeira fase,
o dominio do problema é discretizado numa malha nodal com N
noés, N = {ny, ny, n3, .., ny}.

Posteriormente, é construida uma célula proviséria, V;", que con-
tem os nés mais préximos do né em estudo (11;), ou seja, que contém
os seus nos vizinhos (n; e np.), figura 1(b).

De seguida, é determinada a célula de Voronoi, figura 1 (c). Esta
tem por base a célula proviséria V;", no entanto, a distincia entre

/ 2

os seus limites e n; sera obtida por E(XJZ’X’) =dj = (XI;X]) , sendo
¢ anorma euclidiana de x; e x;, com ] # I, onde J € um n6 vizinho
del

No final, obtém-se o diagrama de Voronoi do dominio nodal
[13,27], figura 1(d).

O diagrama de Voronoi permite impor a conectividade nodal e
construir a malha de fundo para efeitos de integracdo [27].

2.1. Células de influéncia e conectividade nodal
No caso do NNRPIM as células de influéncia servem para impor a

conectividade nodal e permitem a criacdo da malha de integracdo,
sendo constituidas por um conjunto de nés na vizinhang¢a do ponto
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a Célula de influéncia:
{nsns g}

b Célula de influéncia:
{nis s s Ni41s T N
O—0—0——0——0——0—0

Figura 2. (a) Célula de influéncia de primeiro grau; (b) célula de influéncia de
segundo grau; (c) célula de influéncia de terceiro grau.
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Figura 3. Passos paraaintegracdo numérica no NNRPIM. (a) Determinagdo das célu-
las de Voronoi; (b) distribui¢do dos pontos de quadratura (3 pontos de quadratura).

de interesse [13,26,27]. Trés tipos distintos de células de influéncia
sdo seguidamente apresentados na figura 2 para o né I (n;).

Como é visivel, as células de influéncia de terceiro grau,
figura 2(c), apresentam uma maior conectividade nodal. Espera-se,
assim, com as células de influéncia de terceiro grau, obter resultados
mais préximos da soluc¢do analitica.

2.2. Integragéio Numérica no natural neighbour radial point
interpolation method

0O esquema de integracdo usado no NNRPIM 1D consiste, numa
primeira fase, em definir as células de Voronoi, figura 3(a). Posteri-
ormente, sdo distribuidos na particdo celular definida pela distancia
dy o nimero pretendido de pontos de quadratura, figura 3(b),
que permitirdo a integracdo numérica das fungdes NNRPIM. Essa
distribuicdo é feita segundo a regra de Gauss, onde cada ponto de
integracdo tem um peso associado.

No caso da integracdo nodal, os pontos de integracdo sdao os
préprios nés, pelo que essa apresentarda um aspeto semelhante
a figura 3(a). Nesse caso, o peso correspondente ao ponto de
integracdo é a distancia [.

Na seccdo 5 é apresentado um estudo onde é obtido o nlimero de
pontos de integrac¢do por parti¢do celular, necessarios e suficientes
para integrar numericamente o problema da viga de Timoshenko.

3. Funcoes de forma natural neighbour radial point
interpolation method

Neste trabalho foram usadas fun¢des interpolantes, do tipo pon-
tual radial - RPI [10]. Considere-se uma fun¢do u(x), definida num
dominio §2 e discretizada por um conjunto de N nds, onde se assume
que apenas os nds pertencentes a célula de influéncia afetam a
funcdo u(x), e que esta passa por todos os nds, usando uma fungdo

de base radial. Assim, e considerando o valor da fun¢do num ponto
de interesse x;, tem-se que

u(x)= Y RiGu)a(a)+ Y pi(anby(an) = {R (x).p" (1)} { ; } (1)
i=1 j=1

Sendo que R; (x;) é a funcdo de base radial (RBF), n é o nimero
de nos no interior da célula de influéncia de Xy, e a;(x;) e b;(x;) sdo
coeficientes ndo constantes de R;(x;) e p;(x;), respetivamente. O
mondémio j da base polinomial é definido por p; (x;) e m é o nimero
de monémios da base. Os vetores da equacgdo (1) definem-se por,

R™(%;) = (R1(x1), Ra(X), ..., Ru(%))}
P (x1) = {(p1(*1), Pa(R1), ..., Pm(%1)}
al(x)) = (a1 (), ax(Xp), ..., an(X;)}
b (%)) = (b1 (%), by(X1), ..., bm(1)}

Nas fun¢des de base radial (RBF) a variavel é a norma euclidiana
(r;j) entre o ponto de interesse X; e 0 nd vizinho, rj = \/(x; — x,-)z.

Neste trabalho é usada a fungdo de base radial multiquadratica,
R(ryj) = (r? + Y.

Esta foi proposta por Hardy [27,28], e os parametros c e p sdo
os parametros de forma que carecem de otimizacdo, de modo a
maximizar a performance do método. Na sec¢do 5 é apresentado
um estudo da otimiza¢do dos pardmetros c e p.

Por forma a garantir que a matriz de interpolagdo das fun¢des
de base radial é invertivel, as bases polinomiais usadas tém de ser

completas [13]. Assim, neste trabalho serdo usadas as seguintes
bases polinomiais 1D:

Basenula—xT ={x}; p'(x)={0}; m=0, (3)
Baseconstante —x” = {x}; p'(x)={1}; m=1, 4)
Baselinear — &7 = {x}; p'(x)={1,x}); m=2, (5)
Base quadratica — xT = {x}; pT(x)={1,x,x%}; m=3. (6)

Para que a solugdo obtida seja Ginica, a base polinomial tem ainda
de satisfazer os requerimentos extra, [13,27]

ij(x,-)ai(xi) =0, j=1,2,....m (7)
i=1

Assim, uma nova equagdo matricial pode ser escrita

us a
0 :G{b} ®

e desenvolvida,

-f:

As funges teste sdo obtidas substituindo a equac¢do (9) na
equagdo (1),

u(x;) = (R"(x;), p" (%, ))G ™! = (% )us (10)

Sendo ¢(x) a func¢do de interpolac¢do definida por

o(x1) = (R"(x1), PTG = (@1(%1), @2(X1), . . ., @n(X))) (11)

A figura 4 mostra esquematicamente as fun¢des de interpola¢do
para uma célula de influéncia de primeiro, segundo e terceiro grau,
respetivamente.

De notar que as fungbes de interpolacdo apresentam valor
maximo para o n6é em estudo e que passam obrigatoriamente por
todos os restantes nds pertencentes a célula de influéncia.
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Figura 4. Representacdo esquemdtica das fungdes de interpolagdo de células de
influéncia de primeiro, segundo e terceiro grau.

4. Equacdes de equilibrio

Neste trabalho, a teoria de deformacdo de primeira ordem é apli-
cada a vigas (fig. 5). A teoria de Timoshenko, teoria em que este
trabalho se baseia, assenta em 3 hipéteses, que sio:

e Os deslocamentos segundo z de todos os pontos da sec¢do trans-
versal da viga sdo pequenos e iguais aos deslocamentos do eixo
daviga;

¢ A deformacdo segundo y é nula;

e As secgdes transversais retas normais ao eixo antes da
deformacdo da viga permanecem planas ap6s a deformagdo, mas
ndo necessariamente normais ao eixo da viga.

Os resultados obtidos por estas hipteses sdo, no entanto, uma
melhor aproximacdo quando se tratam de vigas com uma maior
relacdo espessura/vdo, uma vez que esta teoria de deformacgao per-
mite considerar a deformacdo de corte.

O campo de deslocamentos pode ser obtido a partir da figura 5.
Assim,

u(x,t) =up(x,t)+z-0(x,t)
(12)
w(x, t) = wo(x, t)

No caso da teoria de Timoshenko, o vetor das deformagdes
reduz-se a:

. ou

XX = 7o
0x (13)
_w_ ou

Y=t oz

Deformada real da
secgdo transversal

Deformada plana média da
seccao transversal

Normal & deformada

da fibra média

Figura 5. Aplicacdo das hipéteses da teoria de Timoshenko a uma viga laminada®°.

Assim,
au
Exx Ox
Yo w
Vax o, ow
oz " x
A(uo(x, 1) +z-6(x, 1))
_ ox (14)
Auo(x, t) +z-6(x,t)) = d(wo(x, 1))
+
0z ax
O que simplificando,
dug(x, t 20(x, t
. o), 5.0
=€e= dw(x. €) (15)
Vazx WolX,
O(x, t) + m
As deformacdes podem ainda ser representadas como,
e=L-u (16)

Onde L é um operador diferencial e u é o vetor campo de deslo-
camentos. Assim,

82 0 za2 to
e=L-u=|%* 1 1 wo (17)

0 P 1 0

O valor da tensdo na camada i é obtido por aplica¢do da lei de
Hooke,

0;j=C;-€& (18)

Onde c; é a matriz constitutiva do material da camada i, definida
por,
E 0
Ci= KE; (19)
24+ 2]),‘

Sendo E; o médulo de Young da camada i e v; o valor do coe-
ficiente de Poisson respetivo, k é o fator de corre¢do ao corte de
valor igual a 5/6. Considere o s6lido de dominio €2 e fronteira I". As
equacdes de equilibrio sdo expressas por

Vo+b=0 emQ (20)

Sendo V o gradiente, ¢ a tensdo e b o conjunto das for¢as exter-
nas aplicadas no corpo. Aplicando a forma fraca de Galerkin,

1//:/SeTJd.Q—/Suqu.Q—/SuTtdF (21)
I7) 2 r

Sendo q a for¢a de corpo, e t a for¢a externa aplicada na fronteira
natural I".

Substituindo a equagdo (16) no primeiro termo da equag¢do (21)
obtém-se,

/ seTads2 = / S(Lu) ¢;(Lu)ds$2 (22)
Q Q
Considerando a equacgdo (10),

/ seTod2 = / S(Loy (x)uy)" ¢; (Lepy (X)uy) dS2
2 2

= / 8(Buy) ¢c; (Buy)ds2 = su;” { / SBTC,-BdQ] u
2 2 (23)
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Sendo B a matriz de deformabilidade, a qual pode ser decom-
posta,

0 0 0 (%) 0 (%) 0 0
B=zB +B*+B‘ = dx + ax
00 0 0 00
0 0 0
+ 24
o de&) | (24)
ox

Onde Bf, BA e BC sdo as componentes de B correspondentes 3
flexdo, ao esforco axial e ao corte, respetivamente.

No problema em estudo as matrizes de deformabilidade corres-
pondentes ao esfor¢o axial e ao corte podem ser agrupadas,

o (x1) 0 0
B = B"+B€ = o (25)
09 (%)
0
ox

Assim, a matriz de rigidez K do problema da viga de Timoshenko
pode ser obtido a partir de,

K= / (2B +B"") ¢,(zB + B'C)d02 (26)
2

Sabendo que df2=dA-dz e dA=b-dx, uma vez que a largura da
viga é constante, a equacdo (26) pode ser reescrita da seguinte
forma,

L h/2
K= / (2B +B")" ¢,(zB +B**)ds2 = / / bz {(Bf)Tc,v (Bf)} dzdx
2
0 —h/2
L h/2 L h)2
//bz cl BAC dzdx+//bz BAC c, Bf)]dzdx
0 “h/2 0 —h/2
L h/2
+//b [(BAC)Tci (BAC)] dzdx (27)
0 —h/2

Considerando a propriedade distributiva e a largura da viga uni-
taria(b=1),

zi)c 1 (B) dx (28)

Sendo k o nimero de camadas do laminado e z; e z;.; respeti-
vamente as coordenadas das faces inferior e superior da camada i,
figura 5.

O segundo termo da equagdo (21) pode ser desenvolvido consi-
derando a equacgdo (10),

/(Suqu.Qz(SuT/quQ (29)
2 fo)

sendo a matriz H definida por,

px) 0 0

H= 0 ox) O (30)
0 0 o)

e q por
N

q= |V (31)
M

onde N é o esfor¢o axial, V o esfor¢o de corte e M o momento fletor.
Raciocinio idéntico pode ser seguido para o terceiro termo da
equagdo (21),

/ su'tdl’ = su’ / HtdI" (32)
r r

sendo Fq= [HqdS2 e Fr= [HtdI". A equagdo (21) pode entdo ser
apresentada na forma matricial,

Y =8UT [KU - F] =0 (33)

sendo K a matriz de rigidez global, F = (Fq + Ft) o vetor global dos
momentos e das forcas externas aplicadas e U o campo de desloca-
mentos. Assim, o sistema linear de equac¢des pode ser apresentado
na forma matricial, KU =F.

As condicGes de fronteira sdo impostas diretamente na matriz
de rigidez K, assim como no MEF, uma vez que as func¢des de
interpolacgdo radiais pontuais possuem a propriedade de delta Kro-
necker [17].

5. Otimizacio dos parametros de forma da Radial Basis
Function

Nesta sec¢do sdo determinados os parametros de forma p e c 6ti-
mos, e o nimero de pontos de quadratura suficientes para integrar
o problema de vigas, para cada um dos tipos de células de influéncia
apresentados na sec¢do 2.1.

Foi analisada uma vigaisotrépica (E=1.000 Pa,v=0,3) de dimen-
sdes L=10m e h=1m (L/h=10) simplesmente apoiada em ambas
as extremidades e sujeita a uma carga uniformemente distribuida
q=qp, sendo qo =1 N/m. Nesta analise a viga foi discretizada em 33
nés, distribuidos numa malha regular e numa outra irregular.

O erro médio do deslocamento transversal é obtido através de,

Z |5w NNRPIM -4

w Analitica
5 (34)
i=1 w Analitica

onde 8wNNRPIM e 8wAnalmca sdo os deslocamentos transversais obti-
dos no né i pelo NNRPIM e pela equacdo analitica para vigas finas,
respetivamente, e N é o nimero total de nés que discretiza o domi-
nio do problema.

Fez-se variar os valores do parametro c entre 0,0001 e 10,0001 e
estudou-se a variacdo do erro médio do deslocamento vertical (&)
para a viga em questdo (malha regular e malha irregular), conside-
rando diferentes bases polinomiais - auséncia de base polinomial
(po), base polinomial constante (p1), linear (p,) e quadratica (p3).

Na figura 6 apresentam-se os resultados obtidos para células de
influéncia de segundo grau, v,. Resultados semelhantes sdo obtidos
quando células de influéncia de primeiro grau, vy, e de terceiro grau,
v3, sdo consideradas.
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1.0E+025

1.0E+01

1-0E+00
r T T T +OE+0O! 1C

1.0E-04 1.0E-03 1.0E-02 1.0E-01 1.0E+00 OE+01
1.0E-01

1.0E-04 -
€,
b 1.0E+02
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Figura 6. Erro do valor do deslocamento para a malha regular (a) e irregular (b),
com a varia¢do do parametro c, para células de influéncia de segundo grau.

Na tabela 1 encontra-se um quadro resumo dos parametros ¢
6timos obtidos para cada uma das formulagdes.

Considerando os parametros c da tabela 1, procedeu-se a uma
nova andlise do problema para a mesma viga (L/h=10), fazendo-
-se variar o parametro p entre 0,0001 e 5,0001. Na figura 7

€,
a 1.0E+02
+.0E+01
\
\ o
/1.0E+01
b 1.0E+02°
+.0E+01—
\
P
-“3.0E+01

1.0E-04 -

Figura 7. Erro do valor do deslocamento para a malha regular (a) e irregular (b),
com a varia¢do do pardmetro p, para células de influéncia segundo grau.
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Tabela 1
Valores do pardmetro c 6timo para as varias formulagoes
[« pO pl p2 p3
vl 0,0001 0,0001 0,0001 -
v2 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001
v3 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001
Tabela 2
Valores do pardmetro p 6timo para as varias formula¢des
P pO pl p2 p3
vl 0,5001 0,9999 5,0001 -
v2 0,9999 0,9999 1,2501 5,0001
v3 0,9999 0,9999 0,6500 5,0001
Tabela 3
Valores do ntimero de pontos de quadratura suficientes para as varias formulagdes
p.q. p0 pl p2 p3
vl 2 2 2 -
v2 2 2 2 2
v3 2 2 2 2

apresentam-se os resultados, novamente, para células de influéncia
de segundo grau.

Na tabela 2 sdo apresentados os parametros p 6timos obtidos
para cada uma das formulagoes.

Considerando, para cada formulag¢do, os parametros c e p da
tabelas 1 e 2, respetivamente, procedeu-se a uma nova andlise do
problema para a mesma viga, fazendo-se variar o nimero de pontos
de quadratura entre 0-10 em cada parti¢do celular. Na figura 8 sdo
apresentados os resultados para células de influéncia de segundo
grau.

Na tabela 3 sdo apresentados os valores do niimero de pontos
de quadratura suficientes para as diferentes formulagdes.

Pela analise das tabelas anteriores (tabelas 1-3) é ainda possi-
vel observar que ndo se obtiveram resultados para a formulagcdo
v1p3, pois o uso de uma base polinomial quadratica, para o caso do
problema unidimensional, exige no minimo 3 nés no interior de
cada célula de influéncia. Para valores inferiores o problema torna-
-se indeterminado, sendo a matriz geométrica G ndo-invertivel.

Quanto ao valor do pardmetro 6timo c, ficou claro que este
devera tomar o valor 0,0001, independentemente da formula¢do
usada. O mesmo se sucedeu para o nimero 6timo de pontos de
integracdo, sendo que neste caso o seu valor 6timo sera 2.

O valor do pardmetro p 6timo, no entanto, nio parece ser tio
geral e sofre algumas variagdes nas diferentes formulac¢des.

Apés a andlise dos resultados obtidos, verifica-se que a
formulacdo que apresenta melhores resultados é a formulacdo
v2p0, uma vez que é a que aparenta ser mais estavel e ter
um menor erro. Assim, daqui em diante esta sera a formula¢do
usada para os diferentes problemas de vigas que serdo conside-
rados.

6. Exemplos numéricos
6.1. Estudo de vigas

Nesta seccdo procede-se ao estudo da convergéncia de 4
vigas simplesmente apoiadas, com diferentes tipos de cargas
aplicadas, utilizando o NNRPIM. Sdo obtidos os resultados do
deslocamento transversal no centro da viga para malhas regu-
lares e irregulares, em funcdo do nimero de divisdes da viga
(nimero de ndés=ntmero de divisdes+1). As solugdes NNRPIM
sdo comparadas com as solu¢des analiticas. Sdo também obti-
dos, para cada tipo de viga, com a respetiva carga, o erro
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Figura 8. Erro do valor do deslocamento para a malha regular (a) e irregular (b),
com a variagdo do nimero de pontos de quadratura, para células de influéncia de

segundo grau.
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Figura 9. Tipos de carregamentos usados. (a) Carga concentrada a meio vao; (b)

carga uniformemente distribuida; (c) carga triangularmente distribuida; (d) carga
parabolicamente distribuida.

médio do deslocamento transversal através da equacdo (34).
Os resultados do estudo de convergéncia sdo apresentados nas
figuras 10-13.

O estudo foi efetuado para vigas com as dimensdes L=10m
e h=1m, sendo as propriedades materiais E=1.000Pa e
v=0,3.

Os 4 tipos de carregamentos usados estdo representados na
figura 9, sendo qp=1N/m.

Os resultados apresentados nas Figuras 10(a), 11(a), 12(a), 13(a)
e tabela 4 encontram-se sob a forma de deslocamentos transversais
normalizados. Sendo essa normaliza¢do efetuada por,

_ Eh3
W = Wmax %

(35)
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Figura 10. Carga concentrada a meio vao. (a) Estudo de convergéncia do desloca-
mento transversal da malharegular e irregular; (b) erro do deslocamento transversal
da malha regular e irregular para diferentes ndmeros de divisdes da viga.
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Figura 11. Carga uniformemente distribuida. (a) Estudo de convergéncia do des-
locamento transversal da malha regular e irregular; (b) erro do deslocamento
transversal da malha regular e irregular para diferentes nimeros de divisdes da

viga.
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Tabela 4
Valores dos deslocamentos normalizados para diferentes relagées L/h
Deslocamentos normalizados
L/h=5 L/h=10 L/h=20 L/h=50 L/h=100
y P
X v2p0 regular 2,812 2,578 2,519 2,503 2,499
A v2p0 irregular 2,812 2,578 2,520 2,502 2,496
[y ST Y Analitica 2,500 2,500 2,500 2,500 2,500
Ly
T e e « v2p0 regular 17,185 16,015 15,722 15,638 15,618
X "_’ v2p0 irregular 17,188 16,017 15,724 15,635 15,601
Vo 77 Analitica 15,625 15,625 15,625 15,625 15,625
y
] [TH{T s v2p0 regular 8,593 8,008 7,861 7,819 7,809
RRRRERRNN e x v2p0 irregular 8,594 8,008 7,862 7,818 7,800
,%/77, T Analitica 7,813 7,813 7,813 7,813 7,813
y
{ﬂ/ﬂ’ﬂTH H—rﬂ‘ﬂ\h\ £ v2p0 regular 14,008 13,033 12,789 12,719 12,702
/’\—” v2p0 irregular 14,011 13,035 12,790 12,717 12,708
L Ed Analitica 12,708 12,708 12,708 12,708 12,708
a _ a =
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8.0E+00 T 1.2E+01 ,//'7, - |
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Figura 12. Carga triangularmente distribuida: a) estudo de Convergéncia do des-
locamento transversal da malha regular e irregular; b) Erro do deslocamento
transversal da malha regular e irregular para diferentes nimeros de divisdes da

viga.

Figura 13. Carga parabolicamente distribuida: a) estudo de Convergéncia do des-
locamento transversal da malha regular e irregular; b) erro do deslocamento
transversal da malha regular e irregular para diferentes nimeros de divisdes da

viga.
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Figura 14. Diagramade: a) esfor¢os Transversos; b) momentos flectores; para a viga
com carga concentrada a meio vao.
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Figura 15. Diagrama de: a) esforcos Transversos — N versus m; (b) momentos flec-
tores — N.m versus m; para a viga com carga uniformemente distribuida.
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Figura 16. Diagrama de: (a) esfor¢os transversos, (b) momentos fletores; para a viga
com carga triangularmente distribuida.

Na tabela 4 sdo apresentados os valores dos deslocamentos
transversais no centro da viga obtidos considerando diferentes
relagdes L/h e uma malha Gnica de 1.025 nés.

Apresentam-se de seguida os diagramas de esforcos transver-
sos e momentos fletores para as vigas estudadas com dimensées
L=10m e h=1m (fig. 9). Foi usada uma malha regular com 1025
nos.

Da analise das figuras 14-17 constata-se que a distribuicdo do
campo de momentos e esfor¢os transversos é suave ao longo de
toda a viga.

De modo a estudar o comportamento do NNRPIM em situa¢des
de ocorréncia do fenémeno de retencdo ao corte, fez-se variar a
altura da viga h entre h=0,0001 e h=5 m, mantendo-se o compri-
mento constante, L=10.

Assim, na figura 18 sdo apresentados os resultados obtidos con-
siderando as condi¢des de fronteira essenciais e naturais indicadas.

Analisou-se o problema recorrendo a 2 esquemas de integracdo
distintos, a integracdo nodal, p.q.=0, e a integracdo utilizando
pontos de quadratura de Gauss (seccdo 2.2), p.q.=k, sendo k
o nimero de pontos de quadratura por particio de célula de
integracdo.

6.2. Estudo de laminados

Nesta sec¢do procede-se ao estudo do problema de vigas lami-
nadas. Analisam-se vigas com condi¢des de fronteira distintas,



S. Moreira et al. / Rev. int. métodos numér. cdlc. disefio ing. 2014;30(2):108-120

| [+
3F .

Solugdo NNRPIM
Solugéo analitica 4

@ Solugdo NNRPIM
Solugéo analitica |

2 N L N N

0 1 2 3 4 5 6

Figura17. Diagrama de: (a) esfor¢os transversos, (b) momentos fletores; para a viga

com carga parabolicamente distribuida.
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Figura 18. Deslocamento transversal normalizado obtido no centro da viga fazendo

variar a relagdo L/h.
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Figura 19. Tipo de vigas laminadas estudadas.

Figura 20. Dimensdes da viga e propriedades usadas para os laminados.
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E, =25E,

G,3=0.5E,

E, =1MPa

Laminado: 0°

L/h 100 20 10
Exacta 1.00100  1.15000 1.60000
NNRPIM 1.00597 114997  1.59985
Erro (%) 0.49630  0.00298  0.00962
Lh 100 20 10
Exacta 0.62800  0.70000  0.92500
NNRPIM | 062798 0.70001 0.92501
Erro (%) 0.00304 _ 0.00077 _ 0.00120
L/h 100 20 10
Exacta 0.25600  0.40000  0.85000
NNRPIM 0.25600 0.39997  0.84985
Erro (%) 0.00184  0.00803  0.01798
L/h 100 20 10
Exacta 0.12800  0.20000  0.42500
NNRPIM 0.12800  0.20001  0.42501
Erro (%) 0.00336  0.00337 _ 0.00275
L/h 100 20 10
Exacta 16.02400 16.60000 18.40000
NNRPIM | 15.94997 16.59664 18.39882
Erro (%) 0.46199 0.02026  0.00641
L/h 100 20 10
Exacta 6.01200 6.30000  7.20000
NNRPIM 598426 6.29884  7.19967
Erro (%) 0.46146 0.01845  0.00465

Figura 21. Resultados do deslocamento transversal no centro da viga laminada a

0°.

Carga: Pontual

Fronteira: SS

Carga: Distribuida
Fronteira: SS

Carga: Pontual
Fronteira: CC

Carga: Distribuida
Fronteira: CC

Carga: Pontual
Fronteira: CF

Carga: Distribuida
Fronteira: CF

Laminado: 90°

L/h 100 20 10
Exacta 25.01500 25.37500 26.50000
NNRPIM 25.00579 25.37471 26.49969
Erro (%) 0.03682 0.00113 0.00117
L/h 100 20 10
Exacta 15.63300 15.81300 16.37500
NNRPIM 15.62664 15.81239 16.37508
Erro (%) 0.04068 0.00387  0.00049
L/h 100 20 10
Exacta 6.26500 6.62500 7.75000
NNRPIM 6.26475 6.62508 7.74980
Erro (%) 0.00401 0.00126  0.00263
Uh 100 20 10
Exacta 3.13200 3.31200 3.87500
NNRPIM 3.13239 3.31262 3.87514
Erro (%) 0.01258 0.01883  0.00369
L/h 100 20 10
Exacta 400.00000401.50000 406.00000
NNRPIM | 382.38370400.75175 405.80520
Erro (%) 4.40407 0.18636  0.04798
L/h 100 20 10
Exacta 150.00000150.75000 153.00000
NNRPIM | 143.38440150.47113 152.92930
Erro (%) 4.41040 0.18499  0.04621

Figura 22. Resultados do deslocamento transversal no centro da viga laminada a

90°.

sujeitas a 2 tipos de carregamentos, considerando diferentes tipos
de laminados (fig. 19).

Na figura 20 sdo apresentadas genericamente as propriedades
geométricas e materiais das vigas laminadas em estudo. Sendo E;
0 médulo de elasticidade na dire¢do material i e G;; 0 mddulo de
distor¢do entre as dire¢des materiaisi e j.
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TT Laminado: 0°/90°/90°/0°

n 100 20 10
Carga: Pontual E/acta 114300 134800 1.99100

. Xi . . -
GionisitaSs NNRPIM | 114491 135060 1.99329
Ero(%) | 016684 019279 0.11477
Carga: Distribuida L/h 100 20 10
Fronteira: SS Exacta 071300 081600 1.13700
NNRPIM | 071450 0.81738 1.13881
Ero(%) | 020994 0.16875 0.15945
) Un 100 20 10
(FJargta.l P.orétgal Exacts 029200 049800 1.14100
KCTIES NNRPIM | 029267 0.49833 1.14101
Ero(%) | 022863 0.06594 0.00114
Carga: Distribuida Lh 200 20 10
Fronteira: CC Erxacts 0.14600 024900 _0.57000
: NNRPIM | 014634 0.24920 057063
Erro(%) | 023034 007892 0.11089
h 100 20 10
Carga: Pontual Exacta 1818400 19.00600 21.57800
Fronteira: CF NNRPIM | 18.14903 19.03583 21.60920
Erro(%) | 019231 015692  0.14459
N Uh 100 20 10
(FDargta.l D[sg;fmda Exacta 6.82300 7.23400  8.52000
CUIETEE NNRPIM | 681021 7.24569 853215
Erro(%) | 018742  0.16160  0.14259

Figura 23. Resultados do deslocamento transversal no centro da viga laminada a
0°/90°/90°/0°.
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Figura 24. Diagramas para a viga laminada 0°/90°/90°/0°, encastrada nas 2 extre-
midades e com carga pontual aplicada, para L/h=10: a) Tensao normal, b) tensdo de
corte.

O deslocamento transversal no centro da viga laminada obtido
com o NNRPIM, wp,ax, € normalizado com base na expressao,

W = Wmax x CLTN (36)
qol4

onde qo=1N/m. Para o caso da carga uniformemente distribuida
q=qo, ja para a carga pontual Q=qp - L. Os resultados normaliza-
dos obtidos pelo NNRPIM sdo comparados com a solugdo analitica
[29]. Os resultados obtidos encontram-se nas figuras 21-23 para
as vigas laminadas a 0°, 90° e 0°/90°/90°/0°, respetivamente. Na
tabela 5 é apresentada uma comparagdo entre algumas das soluc¢des
obtidas com o NNRPIM e solug¢des disponiveis na literatura obtidas
por outros autores.

Na figura 24 é possivel observar os diagramas para a tensdo
normal e de corte da viga laminada a 0°/90°/90°/0°.

a e4
32 \\..__‘

o | —*0SS
——90 SS
—8-90/0s SS

1 2 4 8 16 32 64 128

64
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16
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2 Toco
—=—90/0s CC
05 1 2 4 128
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1
os! 2 128
025 3eecc
0,125
256
128 -
64
32
16
8
4 —-—0CF
2 | ——90CF
41 —=—90/0s CF

1 2 4 8 16 32 64 128

Figura 25. Estudo de convergéncia para os diferentes laminados: a) cargas pontuais;
b) cargas distribuidas.
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Tabela 5

Comparagdo dos resultados obtidos com o NNRPIM com os resultados de outros autores
Laminado SS SS
L/h 100 10 100 10
[0]. Reddy?® 0,628 0,925 0,128 0,425
[0], Ferreria et al.'* 0,628 0,925 0,128 0,425
[0]n NNRPIM 0,628 0,925 0,128 0,425
[90], Reddy*® 15,633 16,375 3,132 3,875
[90],, Ferreira et al.'* 15,624 16,375 3,132 3,875
[90], NNRPIM 15,627 16,375 3,132 3,875

Fez-se agora variar a espessura da viga h entre h=0,10 e h=5 Bibliografia

mantendo-se o comprimento L=10.

Na figura 25 sdo apresentados os deslocamentos transversais
normalizados obtidos para as diferentes vigas laminadas consi-
deradas, em func¢do das suas condi¢cdes de fronteira e tipo de
carregamento.

7. Conclusoes

Neste trabalho foi estendido a andlise de vigas laminadas um
método sem malha, o NNRPIM. Por forma a obter a conectividade
nodal é construido o diagrama de Voronoi da malha nodal que dis-
cretiza o dominio do problema. Com base nas células de Voronoi
obtidas é construida a malha de integragao.

Distintas formula¢des NNRPIM foram estudadas, considerando
células de influéncia de diferentes graus e utilizando vérias bases
polinomiais. Para cada uma das formulacdes NNRPIM foi deter-
minado o esquema de integracdo mais eficiente. Também os
parametros de forma c e p da func¢do de base radial multiquadratica
foram analisados e otimizados.

As conclusdes mais relevantes deste trabalho podem ser resu-
midas como:

1. A formulagdo que apresenta resultados mais estaveis e precisos
é a formulagdo NNRPIM v2p0.

2. Para a formulagdo NNRPIM v2p0, os pardmetros de forma da
funcdo de base radial multiquadratica 6ptimos sdo c=0,0001 e
p=0,9999.

3. Determinou-se que a eficiéncia da analise é maximizada se forem
utilizados 2 pontos de integra¢do em cada particdo celular.

4. Independentemente do tipo de problema em estudo, o NNRPIM
apresenta consistentemente uma elevada taxa de convergénciae
uma elevada precisdo. A solucgdo final convergida é sempre muito
préxima da solugdo analitica do problema considerado.

5. O arranjo nodal ndo perturba significativamente a precisao ou a
convergéncia do NNRPIM.

6. A distribui¢cdo do campo de momentos e esfor¢os transversos é
suave ao longo de toda a viga. As perturba¢des nas fronteiras
essenciais da viga devem-se a menor conectividade nodal dos
noés periféricos.

O NNRPIM provou ser um método alternativo valido para a ana-
lise de vigas laminadas.
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