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INFORMACION DEL ARTICULO RESUMEN
Historia del articulo: El retroceso de las costas acantiladas es un fenémeno muy extendido sobre los litorales rocosos expues-
Recibido el 26 de julio de 2010 tos a la incidencia combinada de los procesos marinos y meteorolégicos que se dan en la franja costera.
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) Este fendmeno se revela violenta y ocasionalmente como movimientos gravitacionales del terreno que
On-line el 23 de octubre de 2012

pueden causar pérdidas materiales y/o humanas. Aunque el conocimiento de estos riesgos de erosion
resulta de vital importancia para la correcta gestion de la costa, su predicciéon es complicada. Los modelos
de prediccién publicados son escasos y con importantes inconvenientes: extrapolacion (extienden infor-
Erosion maciér} de registros hjstfﬁricos); emp?ricos (sobre rggistros hist(?ricos estudian la respuesta al cambio de
Peligro geolégico un pfirar.netr.o); estocastlcos.(Fjeterrnman la cadencia y la r.nagn.ltud de los eventos futuros extrapqlando
Recesion costera las distribuciones de probabilidad extraidas de catalogos histéricos); proceso-respuesta, de estabilidad y
Simulacién propagacion del error inexplorada; en EDP, computacionalmente costosos y poco exactos. En este trabajo
se desarrolla un modelo combinado del tipo proceso-respuesta basado en incorporar un balance de fuer-
zas de los mecanismos que acttian sobre el proceso erosivo en el frente del acantilado. El modelo simula
la evolucién espaciotemporal de un perfil-2D del acantilado, formado por materiales heterogéneos, aco-
plando la dindmica marina con la evolucién del terreno en cada periodo de marea. Integra en cada periodo
una funcién de erosién, dependiente de la pendiente de la zona afectada, que se desplaza sobre la onda
de marea. Se ha estudiado el error de discretizacién del modelo y su propagacion en el tiempo a partir de
las soluciones exactas para los 2 primeros periodos de marea para diferentes aproximaciones numeéricas
en laintegracion y de la pendiente. Los resultados obtenidos han permitido justificar las discretizaciones

que minimizan el error y los métodos de aproximacién mas adecuados.
© 2010 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Publicado por Elsevier Espafia, S.L. Todos los
derechos reservados.
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ABSTRACT

Keywords: The recession of coastal cliffs is a widespread phenomenon on the rocky shores that are exposed to
Cliff the combined incidence of marine and meteorological processes that occur in the shoreline. This phe-
Erosion

nomenon is revealed violently and occasionally as gravitational movements of the ground and can
cause material or human losses. Their prediction is difficult; however it is basic for the proper coas-
tal management and the clear understanding of erosion risks. There are several models of the coastal cliff
recession processes. From the stochastic type models based on historical erosion events, to the theoretical
models as described by Eikonal or Boussinesq equations. In this work an intermediate solution is adopted
(process-response model), such as models based on simplified balance of forces as trigger mechanisms
involved in the erosion of the rocks. This model fits the marine dynamics: sea level changes, tidal range
and wave transformation; along with the evolution of the land: the slope of the surf zone, erosion and
rock falls. So far these models have been limited to small slope cliffs, since its numerical stability and the
propagation of errors are unknowns. For these reasons, the development of a generic model that repro-
duces the spatial and temporal evolution of a cliff-2D profile (platform, beach and slope) consisting on
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semi-consolidated heterogeneous materials, is presented. In addition, the computational implementation,
the study of different numerical resolution techniques and the produced errors, are also exposed and

analysed.
© 2010 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espaiia, S.L. All rights
reserved.
1. Introduccién a b 74

Uno de los mayores retos en las ciencias ambientales es desa-
rrollar modelos de sistemas dindmicos naturales que permitan
simular su estado futuro cuando se combinan los procesos huma-
nos con los propios. Sin embargo, para la mayoria de los sistemas
naturales este reto no tiene solucién trivial. Los grandes avances
logrados durante las 2 Gltimas décadas en el estudio de sistemas
dindmicos no lineales ha reforzado la necesidad de desarrollar
modelos que permitan la simulacién o la reproduccién realista de
la naturaleza no lineal del comportamiento de ciertos sistemas
medioambientales.

Las distintas aproximaciones al conocimiento de la franja
costera como sistema dindmico reconocen un comportamiento
complejo que es el resultado de las interacciones entre un gran
nimero de procesos naturales y humanos que act@an sobre un
amplio rango de escalas espaciales y temporales [1]. Estas relacio-
nes se producen a través de mecanismos de retroalimentacion y
dan lugar a comportamientos dindmicos fuertemente no lineales.
En este sistema se ha descrito el acoplamiento entre fenémenos
erosivos fuertemente dependientes de los procesos marinos, como
caracteristicas de oleaje y marea o transporte de sedimentos, asi
como de las condiciones del medio terrestre, como litologia, grado
de fracturaciéon o meteorizaciéon [2]. A estos fenémenos hay que
afiadir la concentracién de usos y actividades propia de este ambito
territorial, lo que introduce los efectos de las intervenciones antr6-
picas directas o indirectas en su evolucién. Como consecuencia, las
interrelaciones que se producen en este espacio de transicién mar-
tierra son complejas y llegan a producir situaciones de riesgo, bien
por la propia dindmica del sistema natural o bien derivadas de la
ocupacion y alteracién de los procesos naturales.

La naturaleza no lineal de la morfodinamica costera es bien
conocida para playas arenosas y estuarios [3]. Sin embargo, el 80%
del perimetro costero terrestre esta formado por acantilados roco-
sos [4], y este tipo de costas constituyen el 60% de la franja costera
peninsular [5]. Estas zonas presentan una destacada incidencia de
movimientos del terreno de rango extraordinario [6] que hacen
especialmente vulnerables algunas areas donde hay poblaciones,
complejos turisticos, industrias, etc. Recuérdense, por ejemplo, los
sucesos mas recientes tristemente acaecidos en la playa de los
Gigantes (1/11/2009, isla de Tenerife, 2 fallecidos) o en la playa
Maria Luisa (21/08/2009, Algarve, Portugal, 5 fallecidos). A pesar
de la importancia socioeconémica del medio litoral acantilado,
los modelos para reproducir o pronosticar fielmente su compor-
tamiento son muy escasos.

En este articulo se trata el disefio y el estudio empirico del error
de un modelo matematico de erosién de acantilados costeros. El
desarrollo del articulo se centra en el analisis empirico de los erro-
res cometidos en la resolucién del modelo, con el fin de mejorar y
depurar las inestabilidades numéricas presentes en modelos ante-
riormente publicados y que hasta la fecha no han sido realizados
por otros autores. Esto permitira el uso del modelo con mayor con-
fianza en los resultados obtenidos, disminuyendo las restricciones
de uso y mejorando, ademas, la eficiencia del calculo. Este modelo
estd basado en una formulacién simplificada de los procesos que
combinan sus efectos en la franja costera y permite simular la evo-
lucién temporal del perfil vertical de la costa acantilada. La figura 1a
muestra los principales elementos de este tipo de costas afecta-
das por la recesiéon costera. El alcance temporal que permite la

rietas de
traccion

pre-retroceso

del acantilado !
) -
I
1
=]

I /,
Y
Posicién Despfn idnto

Variacion
isostatica
y tecténica

i iy rom v T
P ks S g
J\_.'T“"'—x __Q‘}"' g -'P.Ia'taforma ) : - 'Nodhéoggsgntéessdd: eert?ssii';jr:1
Variacion © - costera Wa® tary ‘”j( ® Nodo inicio ruptura recesion
eustética v @ Nodo de control de R(t)
| Dy~ Frente de erosion

~*Plano de ruptura

Figura 1. Seccién esquemadtica de la franja costera modelada. a) Bloque diagrama
que representa los elementos geomorfol6gicos y los procesos erosivos que dan lugar
a la recesién costera. b) Sistema de referencia, discretizacién espacial del perfil, y
funciones mas relevantes incorporadas en el modelo.

simulacién con este modelo es entre uno y 100 afios, lo que se
conoce como mesoescala.

En primer lugar se clasifican los modelos de recesion de costas
rocosas mas relevantes en la actualidad. Posteriormente, y a par-
tir de los modelos tedricos y empiricos descritos en la literatura,
se fundamenta y explica el modelo aqui desarrollado. Se presentan
varias aproximaciones numeéricas para la resolucién del modelo,
y sobre ellas se evalda el error cometido, a partir de una serie de
soluciones exactas, para diferentes momentos de las simulaciones,
lo que permite estudiar como se propaga el error a lo largo del
tiempo. No llega a tratarse de un estudio de la estabilidad y apro-
ximacién teérica del modelo, lo cual queda fuera del propésito de
este articulo. Finalmente se exponen las conclusiones referentes a
los resultados obtenidos y se comentan algunos de los médulos que
se estan incorporando al modelo para incrementar su capacidad y
su potencial.

2. Modelos previos de recesion de costas rocosas

La morfodindmica de la recesién de un acantilado, aunque se
produzca continuamente una erosién gradual en el frente o al pie
del mismo, puede ser un proceso intermitente, pues su colapso
ocurre repentina e infrecuentemente [7]. Asi, las variaciones en el
medio geoldgico, en el medio marino y en la climatologia condicio-
nan de manera determinante la compleja dindmica de la recesién
costera. Por tanto, para desarrollar un modelo predictivo es funda-
mental tener en cuenta la mayor cantidad de informacién posible,
las relaciones de retroalimentacién existentes y el acoplamiento a
distintas escalas que existe entre los procesos que controlan dicha
morfodindmica.

Los primeros modelos publicados, como los de Kamphuis J. W.
[8]y SunamuraT.[9], tomaron la tasa de erosién como un promedio
que cuantificala distancia de terreno perdida por la recesién costera
a lo largo del tiempo (generalmente un afio). Su valor es resultado
del balance entre la resultante de las fuerzas marinas y atmosfé-
ricas incidentes y la capacidad resistente del material. Aunque se
constataba que en su evolucién contribuian numerosos procesos
acoplados a diferentes escalas, el posible efecto causado quedaba
englobado en una u otra fuerza del balance. De esta forma, a pesar
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Tabla 1
Resumen de los métodos de prediccion de recesion de acantilados costeros

Tipo de modelo Subtipo Referencias
Extrapolacién Regresién lineal [16-18]
Arboles de sucesos [19]
Empiricos Proyeccién de datos histdricos [20]
Regla de Bruun [15,21,22]
Probabilisticos Distribucién doble [23]
Distribuciones miltiples [24,41]
Estocdstico [25]
Proceso-respuesta  Transporte de sedimentos [28,29]

Modelo combinado [9,13,26,27,40,48]

del elevado niimero de procesos que interactiian en la recesion de
un acantilado, gran parte de los modelos consideran simplificada-
mente que la erosién, o cambio de posicién por unidad de tiempo,
enun puntox del mismo depende de: a) la fuerza de impacto (hidro-
dinamica e hidrostatica [9]) del oleaje (F,); b) el tiempo (t) en que
esta fuerza actiia sobre el punto y que depende del ciclo de marea, y
c) las propiedades resistivas (Fg ) del macizo rocoso. En los primeros
modelos se propone que el desplazamiento de un punto de la franja
costera a causa de la erosién marina a lo largo del tiempo t es:

dx _ Fw(x,t)

80, 6) = fFw(x), FeX). ) & g ~ oy

(1)

Se han realizado varios intentos para asociar F, y Fgr con
parametros fisicos medibles. Entre otros, los experimentos de
Kamphuis [8,10,11] proporcionaron una expresion de f{-) en la que
la resistencia del material se representa mediante un término a
calibrar con experimentos. Posteriormente, el modelo de Suna-
mura [9], deducido igualmente a partir de experimentos sobre una
pared de hormigén en un tanque de oleaje artificial, propone que Fg
sea directamente proporcional a la resistencia a compresion (o) de
laroca expuesta, y formula ademas la tasa temporal de erosién ins-
tantanea §(x,t) proporcional al logaritmo de la razén entre ambas
fuerzas, Fg y Fw, aplicadas en la posicion x. La identificacién del
parametro mas apropiado para representar la resistencia de la roca
a la erosion Fg ha sido investigada en numerosos estudios sobre el
deterioro de acantilados. La resistencia a compresion o es el mas
frecuentemente adoptado [12]. También se han propuesto, aunque
con menos frecuencia, la resistencia a tracciéon [13], la cohesién
[14], la resistencia al corte [10] o el médulo de Young [15], entre
otros. Entre estos parametros, la resistencia a la compresién esta
directamente ligada con la mayoria de ellos y se trata de un valor
ampliamente utilizado, por lo que en los modelos que incorporan
Fr se suele tomar o, [12] como caracteristica geomecdanica del
macizo intacto.

A partir de estas aproximaciones experimentales han surgido
varias lineas de desarrollo de modelos (tabla 1) para la estima-
cion/prediccién de tasas de recesidon en acantilados. La primera
se basada en los catdlogos histéricos sobre los cuales se practica-
ban una serie de regresiones (lineales) y extrapolaciones (simples)
de las tendencias pasadas para cuantificar las tasas en el futuro
[16-18]. Sin embargo, estos modelos no son capaces de proporcio-
nar una distribucién precisa de las recesiones futuras [18], habida
cuenta de su limitada extensién temporal y, por ende, su inca-
pacidad para reflejar la variabilidad e incertidumbre de todos los
procesos involucrados. Sin embargo, algunos trabajos recogen estos
inconvenientes y tratan de crear un marco estructural para refle-
jar sobre los catalogos histéricos los cambios en los factores clave
que controlan la recesién costera. Por ejemplo, Lee [19] aplica un
procedimiento de aproximacién que, en un marco probabilistico,
estd basado en un arbol de decisiones o sucesos. En dicho arbol
propone una funcién de distribucién de las recesiones, partiendo
de su distribucién en los catalogos histéricos existentes para cada
lugar.

En una segunda linea se pueden englobar los modelos empi-
ricos. Estos son modelos muy simples que tratan de aportar una
indicaciéon de los posibles cambios en la tendencia de recesi6n
futura como respuesta al cambio en algin factor determinante
(p.ej., aumento en el nivel del mar, altura del acantilado...). Den-
tro de esta clase de modelos existen 2 grandes tipos: los que son
simplemente una proyeccién de datos histéricos [20] y los basa-
dos en la regla de Bruun [9,15,21,22]. Estos modelos no tienen
en cuenta la incertidumbre y la variabilidad que envuelven a los
procesos que generan la recesion costera. Los datos de tasas de rece-
sién histéricos suelen ser bastante limitados, y por tanto se revelan
como una imagen parcial de los eventos acaecidos. Sin embargo,
la incierta relacién entre la recesién pasada y la futura se puede
acomodar adoptando un modelo probabilistico y tomando concien-
cia del comportamiento actual. Bajo esta condicién aparece otro
tipo de modelos al que pertenecen los métodos probabilisticos y
los modelos de proceso-respuesta.

La tercera linea esta representada por los modelos puramente
probabilisticos, como por ejemplo el denominado cliffplan [23]. En
estos modelos se incorpora una version simplista de los procesos
implicados, para asi poder realizar mdltiples simulaciones con un
coste computacional relativamente bajo. El resultado de nuevo es
una funcién de distribucién de la distancia de recesién en un ins-
tante de la simulacién. La amplia variabilidad introducida en los
miltiples muestreos aleatorios de las funciones de probabilidad de
las variables del modelo exige que sus parametros sean calibrados
utilizando inventarios histéricos. Dentro de este grupo se pueden
destacar varios subtipos de modelos (tabla 1). Los modelos de distri-
bucién doble utilizan una funcién de distribucién para representar
el intervalo entre eventos y otra para la magnitud del evento [23].
Existen otros modelos, como el de Furlan C. [24], que utilizan dis-
tribuciones miltiples donde todos los parametros influyentes en la
recesion costera se extraen de distribuciones de probabilidad (p. €j.,
resistencia de la roca, condiciones de oleaje. . .). Por tltimo, a este
grupo pertenecen los modelos estocasticos, que se diferencian de
los demas en que las probabilidades de un suceso cambian con el
tiempo, es decir, son modelos dinamicos [25].

La cuarta linea desarrolla los modelos de proceso-respuesta
como el desarrollado por Sunamura [9], el desarrollado por Tren-
haile[13] o como el denominado scape [26,27]. Este tipo de modelos
se basan en el conocimiento y la descripcién matematica de las
interacciones entre el medio marino, el litoral y el propio acan-
tilado, aunque estan todavia en su fase inicial de desarrollo. Para
incorporar la incertidumbre y la variabilidad, los modelos se sue-
len enmarcar en un procedimiento de analisis probabilista [19] que
permite abordar la complejidad del sistema utilizando modelos
simples de cada proceso. En este tipo de modelos, como en los ante-
riores, los registros histéricos se utilizan para su calibracién. Otro
problema que presenta este tipo de modelos es que la mayor parte
de las interacciones fisicas se estudian en laboratorio, lo que limita
su conocimiento y exactitud. A este grupo pertenecen los mode-
los centrados en el transporte de sedimentos [28,29] y los modelos
combinados [13,26,27,30].

La formulacién de los modelos anteriores es relativamente sim-
ple comparada con la de las ecuaciones de Boussinesq [31] para
ondas cortas irregulares y multidireccionales en aguas someras
[32]. Esta opcién es de un enorme coste computacional, al tener
que calcular cada olay, sobre esta, el potencial erosivo y de arrastre
y su incidencia sobre la roca, para el tiempo final de simula-
ciébn que puede ser del orden de siglos. De igual forma ocurre
con los modelos matematicos basados en una ecuacién no lineal
de tipo Eikonal [33] para simular el avance del frente de la ero-
sién [34]. En estos se simula la propagacién de una onda en un
medio resistivo como un analogo al problema planteado sobre el
cambio del perfil del acantilado. El frente de la onda se asemeja a
la superficie de la interfase roca/aire en el pie del acantilado que
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va cambiando de posicién a causa de la erosién. Las soluciones
explicitas de este modelo, presentadas por Belov [34], muestran
cémo la intensidad de la erosién decrece exponencialmente con
la altura. Este resultado es solo aplicable para acantilados desarro-
llados en materiales homogéneos no fracturados y en los tramos
superiores del notch, si bien su forma, aun en rocas con tales carac-
teristicas, es mucho mas compleja y depende fuertemente de su
estado evolutivo.

3. Desarrollo del modelo numeérico

A partir del marco conceptual de funcionamiento del sistema
acantilado en la franja costera, el modelo numérico desarrollado
utiliza las ecuaciones simplificadas del oleaje [35] para evaluar la
interaccién entre la dindimica marina (mareas y oleaje), la morfo-
logia costera y la erosion de la roca en el perfil de un acantilado.
El modelo no considera el fenémeno de deposicién de sedimentos
transportados por las corrientes y las olas, ni la erosién quimica,
biomecanica y pluviomecénica. El modelo se basa en la hipétesis
comn en latitudes medias de que la accién mecanica del oleaje es
el mecanismo erosivo marino mas importante en acantilados abier-
tos sometidos a eventos tormentosos [9,36]. Este proceso mecanico
actlia sobre una estrecha franja, limitada por la fluctuacién superior
e inferior del nivel medio del mar a causa del ritmo de las mareas.

Para su formulacién, se considera el sistema de referencia ZY
global, con origen sobre el nivel medio del mar en el instante inicial
(fig. 1b), manteniéndose en esta posicion aunque este nivel cam-
bie con el paso del tiempo. Se representa por y(zt) el frente de la
interfase roca/agua/aire (fig. 1b) cuya evolucién se modela en forma
del desplazamiento de este para cada punto del perfil del acanti-
lado con cota z en cada instante de tiempo t. Durante su evolucion,
el perfil y(z,t) puede desplazarse hacia el medio terrestre, produ-
ciéndose la regresion de la linea de costa, o hacia el medio marino,
ganandose terreno al mar (acrecién). En consecuencia, la cresta del
acantilado se desplaza en una cantidad R(t) que cambia a lo largo
del tiempo. Es en este punto elevado donde habitualmente se prac-
tican las medidas (terrestres o aéreas) de control y seguimiento (los
puntos ® en la fig. 1b) de la recesién [37]. Sobre el medio terrestre
se han supuesto unas caracteristicas litol6gicas homogéneas o con
una estratificacién subhorizontal (fig. 1b). Estas se incorporan en el
modelo a partir del valor de la resistencia a compresién o(z) del
material que se encuentre a cota z sobre el nivel medio del mar,
como valor representativo de las caracteristicas geomecanicas del
material.

Considerando un punto de altura z situado bajo el nivel de plea-
mar (altura maxima afectada por la erosién en un ciclo de marea), el
desplazamiento producido en el perfil por la accién erosiva durante
un periodo de tiempo T se puede expresar como:

V(z,t+T)-y(z,t)

8z, T) = T

(2)

Kamphuis [7] y Sunamura [9] suponen la expresion (2) pro-
porcional a la razén de fuerzas incidentes (capacidad erosiva del
oleaje) frente a las resistentes (capacidad resistiva del macizo):
8(z,T) « Fy / Fg. Como razén de las fuerzas en este trabajo se ha
utilizado una expresién modificada de Kamphuis [7] en la que se ha
explicitado el factor de proporcionalidad a la resistencia del macizo
como o(z) en Fg e introducido el efecto de la energia disipada por
el oleaje, al aumentar el recorrido que ha de hacer la ola rompiente
sobre la plataforma costera, en funcién de su pendiente 8 en Fy,
resultando:

13/473/2

8z, T)ox b

o) tan g 3)

El término de la pendiente de la plataforma tan g en la expre-
sién (3) puede relacionarse con el comportamiento del perfil y(z,t),
siendo aquella el inverso de su pendiente local: (0,y(zt))1.

Las fuerzas erosivas Fy generadas por el mar dependen de
numerosos parametros. De algunos se conoce o se puede cuanti-
ficar su efecto, aunque sea de manera aproximada. Estos son la
altura de la ola en la rompiente Hp(t), el periodo del oleaje Ty(t),
la variacién de altura debido a las mareas we(t), la amplitud de la
marea Ap(t)y la variacién del nivel medio del mar wy(t) provocado
por el cambio climatico o por movimientos isostaticos o tecténi-
cos [35]. Aunque dependen también de otros muchos factores no
cuantificables, como del contenido en burbujas, de los sedimen-
tos en suspension, de la eficiencia del impacto para provocar un
efecto pistén en las fisuras y diaclasas de la roca, etc. Su incidencia,
en mayor o en menor grado, de forma conjunta se traduce en una
importante incertidumbre sobre la distribucién de Fy, en profundi-
dad. Este problema se resuelve en el modelo agregando una funcién
de forma pw(zt) que modifica proporcionalmente a Fy y que se
obtiene a partir de datos experimentales [38,39]. Dicha funcién de
forma pyw(zt) esta relacionada con la longitud de onda de las olas,
de su periodo T, del momento de ruptura y de su orientacién 6;(t).

BT (o) 4)
Koc(2) ox pwiz,

8z, T) =

Se llega finalmente a la expresion (4) para obtener el despla-
zamiento del perfil para un periodo de tiempo T. En ella se ha
introducido una constante K que, obtenida mediante calibracién,
recoge el efecto de las posibles variaciones en la competencia
del material, debido a heterogeneidades litolégicas y estructura-
les sobre Fg. Y también se ha introducido un ajuste sobre ciertas
constantes hidrodinamicas no del todo conocidas.

Como §(z,T) es la recesién tras un tiempo T, transformandola a
recesién instantanea (T—0), segin Sunamura [9], y suponiendo que
el perfil y(z,t) se desplaza en dicha cantidad en los puntos a cota z
afectados por la erosién:

lim §(z, At) =
Y (z,t+ At)—y(z,t) _ 3y(z 1) (5)
. Y(z, ~y(z,t) i '
AhtTO At T ot ¥ z€(Zmin, Zmax]

En consecuencia, supuesta y(z,t) suficientemente regular para
que este limite exista y teniendo en cuenta (4), es posible formu-
lar el problema de calcular la evolucién del perfil de un acantilado
como:

hallar y(z, t) € CY([Zmin, Zmax JX[O, tfn]) que verifique:

ay(zt)
ot
13/4.3/2 -1
H,™T, y(z, t) )
l;(crc(zb) ( %z Pw(z, t); YZ € [Zmin, Zmax], t €10, tﬁn] (6)

¥(z,0) = pf(2); Yz € [Zmin» Zmax]; C.i.

Y(Zmin» £) = Ymin» ¥Y(Zmax, £) = Ymax, t € [0, tg]; c.c.

para unas condiciones iniciales (c.i.) del perfil del acantilado
conocido pf(z) y unas condiciones de contorno (C.C.) Ymin € Ymax
que permanecen constantes a lo largo del ciclo erosivo sobre el
notch.

La formulacién del problema (6) corresponde a un régimen de
oleaje constante y un nivel del mar fijo. Para su generalizacién a
regimenes variables, con trenes de olas de diferentes altitudes o
periodos sobre un nivel del mar que fluctda con la marea wy(t),
bastara con contemplar la posible variacién con el tiempo de los
términos que se refieren a Fy. Para ello bastara con suponer que
la erosién sobre un punto z sometido a diferentes tipos de olas es
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aditiva, esto es: H, =Hp(t) y T, = Ty(t); ademas de desplazar la fun-
cién de ponderacién py(z,t) sobre la marea de la forma py,(We(t)-z).

El modelo propuesto en (6) posee algunos aspectos comunes
a los modelos de Walkden y Hall [40], Lee [41] y Trenhaile [13],
aunque también presenta importantes diferencias. Este modelo
generaliza las formulaciones anteriores de la evolucién del per-
fil y(z,t) que se presentaban en su versién discreta. Ademas se ha
introducido una propiedad mecanica del material reduciendo la
variabilidad paramétrica sobre la que calibrar las simulaciones. El
modelo aqui propuesto permite, tal y como se recoge la resistencia
del material, trabajar no solo con medios geol6gicos heterogéneos
estratificados paralos que o = 0(z), sino con medios con heteroge-
neidades estructurales si o =0¢(zy). Ningtin modelo de los encon-
trados hasta el momento en la bibliografia recoge esta posibilidad.

3.1. Comportamiento temporal asintético del modelo

A partir de (6) es sencillo evaluar el comportamiento en el perfil
de un acantilado a largo plazo en funcién del efecto predomi-
nante, silos efectos marinos se promedian en un intervalo temporal
suficientemente largo t>*. Sin embargo, la falta de estacionarie-
dad a corto y medio plazo en los procesos involucrados (mareas,
oleaje, clima) afecta al comportamiento de d:y(zt) y lo hace fuer-
temente variable a lo largo del tiempo, lo que motiva el desarrollo
de un modelo numérico de (6) si se desea estudiar su evolucién a
mesoescala.

Por un lado, a igualdad de condiciones de exposicion a los fené-
menos marinos, es posible comparar 2 acantilados con diferencias
en las resistencias. En este escenario, larecesion a largo plazo puede
expresarse, segiin (6), como:

Y _ TEwHy o %) g pyo (7)
ot K Fr(o¢, 2) R

donde Ky =F*w/K, F*y es la fuerza de la accién del mar promedio
a largo plazo y F'g es la resistencia del macizo, supuestas esta-
cionarias e independientes del tiempo. En (7) se refleja cémo los
acantilados mas «duros» poseen una tasa de recesién menor.

Por otro lado, si ambos acantilados se encuentran afectados por
una dindmica marina diferente, a igualdad de propiedades geome-
canicas en el macizo rocoso, reorganizando la ecuacién (7) puede
escribirse que:

%K Falow,2)

lo que se interpreta como que, a largo plazo, los acantilados que
sufrirdn tasas de recesiéon mayores seran aquellos que, para carac-
teristicas geomecanicas semejantes, estén sometidos a temporales
marinos mas severos. De aqui la importancia de establecer correc-
tamente el régimen de tormentas que pueden afectar un tramo de
litoral para la correcta gestion territorial.

= KsgFsw (8)

3.2. Discretizacion espacial y temporal del modelo

Para la resolucién numérica del problema evolutivo planteado
en(6)yteniendo en cuenta(4) paraun At suficientemente pequefio
(desplazamiento instantaneo):

HP o1}t <8y(z, t)> !

Yz, t+ At) = y(z, t) + Kou@) P

pw(wi(t) — 2) At (9)

Si para un At <T el comportamiento de Hy, y Tj, es constante y
tampoco hay variaciones significativas en la geometria del perfil en
el rango de escalas temporales consideradas para resolver la evo-
lucién de y(zt), entonces lo Gnico que afecta durante un ciclo de

a  Zzau wy(t) [L]
= Am
z(y,t)+D
(y,t)+Dp 14,0,
AT ok,
o L 1 i IENI0
Z(yt) |
-
Px(®) [LT1]
b t(h)
0 2 4 6 8 10 12
—
1- 0 12,53
0-
=
—14
21

Figura 2. Modelo de onda senoidal de marea con periodo T=12,46 h. a) Discretiza-
cién temporal At, sobre la que se calcula el efecto acumulado de la funcién py(zt)
que afecta a un determinado z(y). b) Funcién p.(zt) sobre la onda de marea en
unidades (escala de grises) que representan tasa de erosion entre pendiente.

periodo T es la variacién del potencial erosivo que acttia despla-
zandose sobre la onda de marea (fig. 2a). De esta forma, durante
el tiempo que actda un ciclo de marea, el efecto en el estado y(z,t)
para llegar a y(z,t+T) es resultado de la acumulacién de los cambios
en la posicién de py(t) tras cada At:

HE AT (0) <8y(z, r)) B

Yz, t+T) =y(z,t)+

Koc(z) 0z
T/ At
pr(wt(t +kAt) - 2)At (10)
k=0

Y cuando se toma At — 0, la ecuacién (9) se transforma en:

13/4 3/2 -1
y(z’ t+T) — y(z, I')-i—(—l)UHb (t)Tb (t) (ay(z, t))

Koc(z) 0z
T
/pw(Wt(t) —z)dt (11)
0

ecuacién semidiscreta de (6) que permite calcular la nueva posicién
del frente erosionado después que ha pasado un ciclo de marea
de periodo T. El cambio de signo que introduce v en (11) depende
de la direccién del oleaje respecto al frente acantilado, si la erosién
evoluciona de derecha a izquierda v=0, y si es al contrario v=1.
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Tabla 2

Férmulas de integracién numérica de Newton-Cotes y de cuadratura gaussiana para aproximar (12)

Férmula de integracién numeérica para Ipi,(z, t)

Orden del error

Rectangulo Atpw(wi(t +iAt) —z) 0(At?)
(T-1)
Trapecio A [pu(Wi(t +iAL) — 2] + pw(we(t + (i + 1)At) — 2)] o(AB)
(T-11)
Simpson At [py (We(t +iAL) — 2) + Apu(We(t + T _ 2) 4 p(we(t + (i + 1) AL) — 2)] 0(AD)
(T-1I1)
Cuadratura % CriPw(We(6)) — 2); 0 =(raj + 1) At +2(t +iAt) o(At™)
(n puntos) -
j=1
Tabla 3 desdei=1,...,N,y t, =kT para valores de k=0,. . .,kmax—1, y para una

Férmulas de derivacion numérica para aproximar localmente 9,y(z;,t)

Férmula de derivacién numérica para 9,y(z,t). Orden del error

2puntos & [Y(zir, ) - ¥(zi, )] 0(Az)
3puntos L [¥(zi, )~ ¥(zi 1, 1)) 0(Az)
3puntos 5k [-3V(z O+ Wz 1. O -WEy 2 )] O(AR)

Con el fin de evaluar numéricamente el desplazamiento y su
comportamiento frente a la elecciéon del esquema de célculo res-
pecto al paso de tiempo At (fig. 2a), la integral sobre cada ciclo
de marea se ha aproximado mediante diferentes formulas de inte-
gracién numérica [42], utilizindose Newton-Cotes (rectangulo,
trapecio y Simpson) y férmulas de cuadratura gaussiana (de 4 y
7 puntos) para cada subintervalo de tamafio At (tabla 2) en el que
se ha dividido el intervalo [0,T]:

T (T/At)_1t+(i+l)At
/Pw(Wt(f)—Z(J’))dt = Z Pw(we(T) — 2(y))dT
0 =0 A
(T/At)-1
= Y I (12)
i=0

Enla férmula de cuadratura c,; y ryj son los coeficientes y raices,
respectivamente, de cada tipo de integracién de Gauss, siendo m
el orden del error cometido en la aproximacion. Si el nimero de
puntos n es par, m=n+1; pero si n es impar, m=n+2. Se han selec-
cionado los valores de n=4 que corresponde con una aproximacién
tipoIV cuyo orden de error es O(At%), y de n=7 que corresponde
con una aproximacién tipo V o Weddle, cuyo orden de error es
O(A#f). Los coeficientes y raices utilizados para la generacién de
estas formulas de integracién gaussiana son los usuales [42].

La discretizacién espacial del acantilado se ha llevado a cabo
en segmentos de altura Az (fig. 1b), lo que permite obtener

un conjunto de N puntos {(y,»,zi)}?il, tales que y;=y(z;, t), con
Zi+1 —zij= Az, cuyos extremos SON Z1 =Zmin Y ZN =Zmax. Sobre esta
division del perfil es posible calcular aproximadamente la pen-
diente local 8 evaluando numéricamente la derivada [42] de y(z;,t)
respecto a z en cada instante t de la simulacién. Se han implemen-
tado diferentes técnicas de derivacién numérica (tabla 3) para su
aproximacion, lo que se utilizara para estudiar la sensibilidad de la
solucién frente al uso de uno u otro método.

A partir de las discretizaciones temporal y espacial ante-
riormente expuestas, la resolucién numérica del problema (6)
mediante (11) consiste en determinar la evolucién del perfil dis-
cretizado en espacio y tiempo y; =y(z;ty), segtn:

H13/4(t,)T3/2(t,) 71(T/At)—1 4
yi,k+1=Yi,/<+(—1)U%<azyi’k) Z P (13)
j=0

discretizacion temporal de la onda de marea con paso At. Al ser
T« tgy, puede tomarse el valor de k;ngsx como el del entero mas pro-
ximo al cociente tg,/T sin que el error cometido afecte notablemente
al alcance temporal tg, de la simulacion: kmaxT/tg, ~ 1.

3.3. Modelizacién del desprendimiento rocoso

A partir de (11) puede determinarse el volumen de material
extraido por la abrasién marina del frente, por metro lineal de costa,
entre 2 instantes de tiempo separados §t. Teniendo en cuenta el
desplazamiento del perfil en el notch, Ginico tramo del acantilado
afectado por la erosién, tras un nimero de ciclos Ak de marea de
periodo T:

/ |v(z, t) = y(z, t + 6t)| dz (14)

B
we -Dy

donde wP es el maximo nivel de la marea alta o pleamar y
wf’ es el minimo nivel de la marea baja o bajamar en los Ak
ciclos de marea, siendo D;, la profundidad a la que se produce la
ruptura de la olay a partir de la cual se desprecian los efectos de las
fuerzas de arrastre del oleaje en profundidad. Teniendo en cuenta
(13) y suponiendo que el intervalo de tiempo §t es proporcional a
un nimero de ciclos de marea &t = AKT, la version discreta de (14)
puede escribirse como:

N max

Ve(AKT)~ Az ) [yi = YViksak (15)

i=N min

siendo Npin ¥ Nmax los indices extremos de los puntos afectados
(Zmin V Zmax ), Pertenecientes al notch, por la accién marina en los
Ak ciclos de marea transcurridos desde el ciclo k-ésimo.

Cuando se produce la desestabilizacion del acantilado en el
momento t, el desprendimiento se encuentra limitado en su exten-
sién lateral en la direccién OY por la superficie de ruptura cuya traza
en el plano YOZ es la recta I1(zt;). Esta ruptura parte de un punto
Zpmax-y(tr) enel que se iniciay que se encuentra en la zona de acumu-
lacion de esfuerzos que corresponde con la posicién mas erosionada
y profunda del notch [43,44]. El buzamiento del plano de ruptura,
inverso de la pendiente de I1(zt;), se introduce como parametro
al modelo, al que se le incorpora un grado de incertidumbre sobre
el que fluctuar. El instante en el que se produce la inestabilidad
del frente del acantilado se considera descrito por un modelo esto-
castico, a partir de la distribucién de probabilidad de los intervalos
temporales §t; entre 2 instantes consecutivos en los que se produce
una ruptura. Las funciones de distribucién tipo gamma, uniforme o
pareto son las mas habitualmente utilizadas [24,25].
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Una vez producida la ruptura, el volumen de material despren-
dido por metro lineal de costa respecto al perfil del acantilado y
hasta el punto y(zoustr), donde aflora en superficie la traza de la
ruptura, es:

Zout(tr)
Va(tr) =

Zpax—y(tr)

N1z, ) - y(z.t)| dz (16)
| |

Para las escalas de tiempo manejadas en los prondsticos de rece-
sién, el instante de la ruptura t, puede aproximarse en unidades
de tiempo por ciclo de marea: t;=k;T. Teniendo en cuenta la dis-
cretizacién espaciotemporal del perfil y(z;, t) = y(z;, kT) = yi k.. la
version discretade (16) permite aproximar el volumen desprendido
como:

N’ max
Valtr) ~ Va(keT) = Az Y~ |z, keT) = Y,

i=N’min

(17)

siendo N'ip ¥ N'max los indices extremos de los puntos zyjax.(tr) y
Zout(tr), respectivamente, sobre el perfil discretizado.

A partir de (14) y (16) puede determinarse el volumen total
de material detritico, por unidad lineal de costa, aportado entre
2 eventos de recesién costera:

Viotal(tr) = Ve(tr — tr_1) + Vy(tr) (18)

Es decir, la suma del volumen de roca desgastado por la accion
marina entre la ruptura actual ¢, y la inmediatamente anterior t,_;,
y del volumen de la roca suprayacente al notch que se ha des-
prendido del frente del acantilado sobre el plano de ruptura en
el momento actual. El volumen asi calculado permite estimar la
cantidad de sedimentos aportados por el acantilado al transporte
marino que se produce por el oleaje y las corrientes, y que a su vez
modifica la morfo-hidrodindmica de playas, puertos y otros acan-
tilados colindantes. Este volumen puede ser totalmente arrastrado
mar adentro o tan solo parcialmente, creando un repié de detritus
o pequeiio talud de acrecién formado con materiales de resisten-
cias menores que la roca sana del acantilado. En cualquiera de las
2 situaciones la geometria del acantilado se modifica. En el caso
de que todo el material sea arrastrado instantineamente tras la
ruptura, la nueva configuracién geométrica del acantilado se esta-
blece desplazando todos los puntos del frente afectados entre N’
y N'max sobre su cota z; hasta la proyeccién sobre la traza del plano
de ruptura [1(z;t;). Si se forma un pequefio talud frente al pie del
acantilado, este se construye como un plano inclinado cuya pen-
diente viene dada por el angulo de fricciéon interna del material
desprendido y va desde la plataforma costera hasta el frente del
acantilado reconfigurado geométricamente. Al material que forma
este talud se le ha de asignar una resistencia o, menor que la del
acantilado por su alto grado de fracturacién y deterioro.

Todo el proceso de ruptura, desprendimiento y reconfigura-
ciébn geométrica ocurre con unas duraciones que son instantaneas
en comparacién con los pasos de tiempo manejados en la integra-
cion temporal durante la cual se supone que el material caido ha
sido retirado o se ha depositado al pie.

4. Estructura del codigo

Para obtener computacionalmente el desplazamiento del per-
fil mediante (13) y calcular los volimenes de costa perdidos (18)
durante el proceso de recesién, se ha desarrollado un cédigo
compuesto por 3 mdédulos organizados secuencialmente en su eje-
cucién: primero, el de lectura de datos y preproceso; segundo, el
de proceso computacional, y tercero, el de posproceso geomeca-
nico y escritura de resultados. Este disefio permite que el calculo se
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resolucién numérica
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Tramo afectado por oleaje:
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Actualizacion del perfil

Evaluacion probabilidad ruptura
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Si
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—
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Tcpu

| Integracion desde ta t+ At |
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d(z,t) = acumulado*
(9 )"

Figura 3. Diagrama de flujo del modelo desarrollado.

integre facilmente en un esquema de analisis de sensibilidad para-
métrico, y ademas es posible evaluar el riesgo y la incertidumbre
en las variables mas relevantes que intervienen en la simulacién
a largo plazo, como la resistencia del macizo rocoso (7) y la fuerza
del oleaje (8), entre otras. La estructura general del c6digo queda
reflejada de manera simplificada en la figura 3.

El bloque inicial se lleva a cabo en 2 etapas: primero lec-
tura y luego adaptacién de esta informacién para el calculo.
Los datos marinos —que pueden ser obtenidos de los institutos
oceanograficos— son, si se considera una onda de marea, su ampli-
tud Am y su periodo T. Las condiciones del oleaje incidente se
introducen mediante los valores de la altura de la ola en aguas
profundas Hy y su periodo T. La informacién geomecanica se incor-
pora mediante una columna litolégica de resistencias a compresién
oc(z), referida la cota z al nivel medio del mar, ademas de la elec-
ci6én de la funcién de densidad de probabilidad paramétrica de los
tiempos de cadencia de las rupturas. También se informa del plano
de ruptura mas probable segiin su buzamiento aparente respecto
al eje OY (fig. 1b) del modelo. Un conjunto de puntos referidos al
nivel medio del mar como origen son los datos necesarios para la
geometria del perfil. También se han de introducir los datos corres-
pondientes a las configuraciones del esquema numérico a utilizar,
esto es, el tipo de integracién (tabla 2) o derivacién (tabla 3), pasos
de tiempo Atenel calculode laintegral, tamafio de la discretizacién
espacial Azy alcance temporal de la simulacién tg,. La distribucion
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de puntos asi obtenida corresponde con la version discreta de la
curva y;o =Y(z;,tp) en el instante ty =0 (condicion inicial).

En el segundo bloque se realiza el calculo, propiamente dicho,
de la evolucién del perfil segtin (13) sobre cada ciclo de marea. Los
procesos implementados, como el calculo del oleaje en la franja
litoral y larompiente [45], 1a erosién producida (13), la probabilidad
de producirse una ruptura y el tipo de ruptura, son calculados por
pasos de tiempo T a lo largo del tiempo total de simulacién [tg, g, ].
El resultado final de una simulacién son los efectos acumulados a
lo largo del tiempo de dichos procesos sobre el acantilado.

Por tdltimo, en el tercer bloque se lleva a cabo un posproceso de
los calculos efectuados y se escriben los resultados. El posprocesado
consiste en que en cada paso T se evalian las condiciones de rup-
tura del frente erosionado, bien analizando el estado de equilibrio
geomecanico mediante el factor de seguridad de ruptura en cufia
[46], o bien evaluando si la probabilidad del tiempo transcurrido
tras la dltima ruptura es suficientemente alta para que haya una
nueva ruptura. Si se produce una ruptura el posprocesado, suprime
el material caido desde el plano de ruptura hasta el frente y reor-
ganiza geométricamente el perfil del acantilado para entrar en un
nuevo ciclo de marea. Asi mismo, en caso de ruptura, evalda los
voliimenes que intervienen en (18).

5. Analisis del modelo

Para estudiar el comportamiento, precisar los mejores para-
metros de discretizacion y establecer el método numérico mas
eficiente en la resolucién del modelo de cdlculo propuesto (13),
se ha asumido que la oscilacién de la marea w(t) es, de la forma
mas simple, una onda de amplitud Ap, y periodo T constantes:

we(t) = Am(t)sen(27t/T) (19)

Dado que el objetivo es analizar su estabilidad frente a las discre-
tizaciones espacial y temporal, se ha obtenido una solucién exacta
del modelo semidiscreto (11) utilizando (19) e incorporando py(z,t)
explicitamente, lo que permite evaluar el error cometido en la apro-
ximacién numeérica (13). La interpretacién de este analisis es til
para controlar casos mas complejos en los que no se disponga de
solucién exacta o para simulaciones a muy largo plazo en las que
se desconoce el error, y es preciso tener un control de la precisién
y de la exactitud de la solucién.

5.1. Eleccion de la funcion de forma pw(z,t)

Los estudios experimentales de Skafel y Skafel y Bishop [38,39]
permiten aproximar la funcién py(zt) analizando las variaciones
producidas por el oleaje en un modelo reducido de acantilado
asentado sobre un perfil inicial de equilibrio z=z(y)=0,18y2/3
y sometido a una serie de olas seudoaleatorias en regimenes
de vuelco y derrame. Sin embargo, dado que los experimen-
tos se realizaron sobre rocas blandas, el rango de aplicacién en
funcién de los valores de resistencia a compresiéon o, de los
materiales se debe limitar entre rocas muy blandas (1-5MPa) y
las moderadamente duras (50-100 MPa). Tomando sus resultados
como tasas de erosion con respecto a la linea de costa (en la fig. 4a
se reproducen los datos de erosién medidos en el eje Y), la distan-
cia y con respecto a esta linea se ha convertido en profundidad de
agua z, segln el perfil inicial de equilibrio z(y). A continuacién se
han normalizado las profundidades z respecto a la profundidad de
rompiente D, Para calcular esta profundidad se ha supuesto que el
valor critico entre la altura de la ola rompiente H, y la profundidad
Dy a la que esta se produce es 0,78, si se consideran despreciables
los efectos del periodo de onda, de la pendiente del fondo y del
parametro de semejanza del oleaje [47]. Para determinar Hj, se ha

N Estado olas
& $& © < Vuelco
1,6 — O O O Derrame
<
E il
=1,2
i=
kel
@
3 =
5 °
Q 08_
30
= o
< o o "
0,4— o ¢ ¢ %
[e]
4 e} o g & 5
0 T T ‘ T | T ‘ % | T
0 2 3 4 5 6
Distancia a la linea de costa (m)
14
1 * Estado olas
12— = |nterpolacién
i) | & & £ Vuelco
é 10— O O ODberrame
c o
g 4
T & s :
k] g ¢ °
3
= 6—]
()
@ i fe) > d
o o 90
o 4—
K] i ®
2_
] = ] L
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
Profundidad /D,
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utilizado la aproximacién de [45] con la que, a partir de la altura de
ola en aguas profundas Hy y su periodo Ty, se obtiene:

1 0.4
Dy = 58" X(ToH}) (20)

donde g es la aceleracién de la gravedad. Al efectuar Skafel y Bishop
[38,39] sus experimentos a diferentes profundidades, se aprecia en
las erosiones resultantes una clara influencia de la pendiente del
perfil z(y) que forma el fondo. Este efecto se ha corregido dividiendo
las tasas de erosion por la pendiente del perfil segtin la distanciay a
la linea de costa: z/ =0,12y~1/3. Los datos experimentales converti-
dos de las tasas de erosion (fig. 4b) para cada tipo de oleaje son muy
semejantes y presentan un maximo comun enlarelacién z/D, =0,25
entre las profundidades, lo que significa que para esas profundida-
des se produce una amplificacién de la erosion sobre la roca. Este
aumento se compensa con el paso del tiempo a causa del efecto que
la pendiente local presenta en la ecuacién (4), tendiendo a ser nulo
a medida que la erosién progresa en la base del notch.

La semejanza entre los 2 experimentos ha permitido asignar una
expresién matematica a la funcién de ponderacién py,(z,t) mediante
una interpolacién conjunta de los valores corregidos para cada ratio
z/Dy. La funcién que se ha encontrado mas apropiada para la inter-
polacién en el intervalo [0,1] ha sido un polinomio racional de
Chebyshev de orden 5/6:

pW(X? t) =
PATo(X) + PIT1(x) + pITo(x) + pIT3(x) + pATa(x) + piT5(x)
%mm+ﬁnm+ﬁbm+ﬁnm+ﬁnm+@&m+%%w§
21
siendo To(x)=1; T1(x)=X; Th+1(Xx)=2xTu(x)-Ty.1(x); los polinomios
de Chebyshev de primer tipo son definidos entre [-1,1], y por
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Tabla 4
Valores de los coeficientes p! estimados del polinomio racional de Chebyshev (21)
para los datos experimentales de Skafel y Bishop [39]

P i=1 i=2

j=0 ~1,069838130676276 1.0

j=1 -0,01221236978255141 ~1,441825011828062
j=2 0,4610744748787188 1,303412347447682
j=3 0,07844716807628178 -0,9727210591773651
j=4 0,652841133940385 0,5803220956908709
j=5 ~0,08926720346045524 ~0,2877147080827893
j=6 = 0,1702945908127132

tanto para poder utilizarlos de manera general es necesario su
ajuste x=(z/D,-(0,5111604219506374))/0,5110522089614126. Los
12 coeficientes utilizados para la construccién de este polinomio
se resumen en la tabla 4.

El desarrollo y trasladado de py(zt) sobre la onda (19) permite
evaluar el potencial erosivo (escala de grises en la fig. 2b) que se
aplica en cada instante de tiempo entre [0,T].

5.2. Solucién exacta

Para este estudio se ha obtenido la solucién exacta del modelo
semidiscreto (11) introduciendo (19) y (21) para un frente rocoso
inclinado 45° y 5m de altura, con 2 m sobre el nivel del mary 3m
sumergidos. Sobre este incide un oleaje estatico y uniforme, de
derecha a izquierda (v=1), cuya altura en aguas profundas es
deHp=1,5my periodo T, = 1s.Laamplitud de la marea es constante
Am=1,46 m,y con periodo T=44850 s. Con el objetivo de amplificar
los errores se ha supuesto una roca extremadamente blanda cuya
resistencia a compresién es o.=1MPa y para el valor de K=1, con
el proposito de apreciar notablemente el efecto erosivo. En estas
condiciones, mediante (11) es posible obtener el perfil erosionado
tras T segundos calculando:

T
13/4,3/2
H T _
Yz, T)=z— bKib tan(n/4)/pw(’w)dt (22)
Oc Db
0

Y, andlogamente, tras 2T segundos o 2 ondas de marea:

13/4-.3/2 -
H, T, y(z,T)
_ _ b b ’
Wz, 2T) = y(z,T) Koo ( %
T
/Pw Amsen ZJZt/T )dt (23)
0

En (23) hay que calcular el término de la pendiente local, dado
que el perfil se diferencia de los 45° de partida al haber sido erosio-
nado segin (22) en el primer ciclo de marea. Los efectos de (22) y
(23) se obtienen sobre el mismo intervalo de z € [-3,2], tal como se
puede observar en la figura 5a y b, respectivamente, trazadas con
linea continua, tras el perfil de 45° inicial. A medida que el oleaje
incidente ataca el frente tras cada onda de marea, el perfil se va
desplazando en sentido negativo del eje OY.

El motivo de escoger una pendiente de 45° para el frente del
acantilado ha sido analizar el comportamiento de las simulaciones
en las situaciones mas desfavorables. Esto es porque al modelo se
le ha introducido un limite de 50° para acotar los valores muy altos
de la pendiente en (11) que se traducirian en erosiones anormales,
como el maximo de erosién que se encuentra en z=-1,75m, tras
la segunda marea (fig. 5b). Por tanto, la utilizacién de 45° sitda el
caso muy cerca de su limite de validez, generando asi una situacién
extrema para el estudio del error.

El modelo de erosién presentado representa un sistema
retroalimentado en el que la historia de su evolucién afecta

2 e e
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Figura 5. Comparacién entre la solucion exacta y la simulacién: a) tras una onda
de marea y b) tras la segunda onda de marea, con un (t=4,5s. Los parametros del
modelo y discretizacion se detallan en el texto.

significativamente a la solucién en un instante. Sin embargo, gra-
cias a que se toma una pendiente constante y conocida en todo
el frente, por las expresiones (22) y (23) es posible estudiar sepa-
radamente y en 2 etapas el error en la solucién numérica debido
a las discretizaciones temporal y espacial. Asi puede entenderse
cémo se transmite el error entre 2 ciclos de marea. Para ello, en
primer lugar, se estudian sobre (22) los efectos de la discretizacién
temporal en la integral, de forma independiente a la espacial, ya
que no afecta en el calculo de las aproximaciones de la pendiente
local por ser un valor exacto conocido (tan 45°) durante el primer
ciclo de marea. Algunos de los primeros resultados en este sen-
tido (fig. 5a) muestran cémo la eleccion del paso de tiempo resulta
critica para la calidad de la solucién aproximada. A continuacién,
y evaluada la sensibilidad de (22) a At, se estudia el efecto de la
discretizacion espacial en (23), en la que interviene, por primera



252 C. Paredes et al / Rev. int. métodos numér. cdlc. disefio ing. 2012;28(4):243-255

5x10°—
- a
7] Error absoluto
= Integral tipo | & Il
_ Integral tipo 11l
Integral tipo IV con 4 ptos
Integral tipo IV con 7 ptos
E
o 011
5 -1
2 5x10" ]
2 a
& - B e Tt e ]
- 200
5x10 T T TTTTIT T T TTTTm T T TTTTIT T TTTTIT
o 2x10° 5x10°. | 2x10" 5x10' , 2x10% 5x10°  2x10° 5x10° _, 2x10*
10 10 10 10 10
At (s)
10° — b
AP
4 102
0 2x10°
] I
Y E L
i
2
§ 100 .
w —
Error relativo
1 Integral tipo | & Il
i Integral tipo 11l
Integral tipo IV con 4 ptos
Integral tipo IV con 7 ptos
10' T T T TT710 USBLRRRAL T T 11T T T TTTT

10° 2x10° 5><1o°101 2x10' 5x10 102 2x10° 5x102103 2x10° 5x103104 2x10*

At (s)

Figura 6. Comparacién entre la soluciéon exacta y la aproximada con varios tipos de
integracion numeérica. a) Errores absolutos. b) Errores relativos. Los parametros del
calculo se detallan en el texto.

vez en el caso, alguna de las aproximaciones de la tabla 3 y cuyos
efectos se aprecian en la figura 5b, para un At=4,5s, en diferentes
Az

5.3. Efecto de la aproximacion temporal ( At)

Los errores cometidos en la aproximaciéon temporal estan suje-
tos al orden de precisién utilizado en las distintas técnicas de
integracién numeérica (tabla 2). Para estudiar este tipo de error se ha
realizado una serie de 1.100 simulaciones para diferentes valores de
At, repartidos entre los 10%s y los 4,5 s, y tomando los diferentes
métodos de integracién temporal de la tabla 2, sobre un acanti-
lado rocoso de perfil inicial inclinado con pendiente de 45°, con las
mismas caracteristicas enunciadas en el epigrafe anterior.

Los errores absolutos obtenidos para cada At tomado (fig. 6a)
han sido calculados como la maxima diferencia entre la posicién
del frente de erosion obtenido de manera exacta y el obtenido de
manera aproximada segin el tipo de integracion (tabla 2), para
todos los z € [-3,2]. Los errores absolutos tienden a un valor umbral

a o4s

0,4 0,4 L

035 0,35 -

0,3 L

E 025 E 025 L
N N
P P

i
|

005-:“@@33%% M |

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
At (s) At (s)

o
(=)
o
I
=
T

-0,4-0,3 -0,2-0,1>0,0

Figura 7. Representacién del logaritmo de los errores relativos cometidos en fun-
cién de Azy de At, para una simulacién de 24,92 h e integracién tipol. La isolinea
marcada corresponde a un error absoluto de 0,616 m.

a medida que At disminuye, y por tanto se aumenta el nimero de
pasos de tiempo necesarios para evaluar la erosién tras un periodo
T. Al mismo tiempo que se utiliza una integracién de mayor orden
(tabla 2), se obtiene una mejora notable en el valor de los errores
absolutos para cada At. El rdpido incremento en la amplitud del
comportamiento oscilante frente a la solucién limite surge antes
(At mas pequefios) en las integraciones de bajo orden con respecto
alas de mayor orden, en un At~900s. Para los métodos de cuadra-
tura gaussiana, el patrén oscilante aumenta su amplitud en el caso
de la integracion de 4 puntos (integral tipo IV) frente al de 7 puntos
(integral tipoV), y con respecto a los demas tipos de integracién
utilizados su error absoluto siempre es mas bajo.

Los errores relativos (fig. 6b) han sido calculados como la dife-
rencia maxima en valor absoluto de la posicion del frente de erosién
en la zona de afeccién del oleaje obtenido de manera exacta, con
respecto a la obtenida de manera aproximada, entre el valor exacto.
Estos errores se comportan de manera similar a los absolutos. De la
misma manera, es apreciable una tendencia de los valores del error
relativo oscilatoria sobre un valor limite segin aumenta el valor del
paso de tiempo At. Las oscilaciones mas pequeiias corresponden a
los tipos de integracién de mayor orden de precisién.

5.4. Efecto de la aproximacion espacial (Az)

Tras el primer ciclo de marea, para el calculo de (23) entra en
juego la aproximacién numérica de la derivada local de la funcién
y(zt), lo que da lugar a que se incorporen en la solucién los erro-
res debidos a la discretizacién espacial. Para su estudio, se parte
del mismo caso que se utilizé en los 2 epigrafes anteriores, con
el que se ha evaluado de forma aproximada la solucién de (23),
seglin un esquema de integracion (tabla 2) y derivacién numérica
(tabla 3), sobre un conjunto de 9.360 pares (At,Az). Tras evaluar el
valor de At en los que la soluciéon se mantiene con una calidad rela-
tivamente aceptable, se han tomado 1.040 valores de Atentre 4,5y
9005, valor a partir del cual se considera que las oscilaciones de este
error comienzan a ser importantes. Por otro lado, se han escogido
9 valores de Az comprendidos entre 0,01 y 0,45 m con los que ana-
lizar el comportamiento del error en 2T segundos y entre los que
se encuentra el valor de la discretizacién propuesta por Walkden y
Hall [40] (Az=0,05m). A partir de la solucién numérica obtenida
de (23) para cada par (At,Az) se ha calculado el error absoluto (su
logaritmo decimal se representa en las figs. 7-11) como la maxima
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diferencia en valor absoluto de la posicién del frente de erosién
en la zona de afeccion del oleaje obtenido de manera exacta, con
respecto a la posicién obtenida con el modelo.

Del comportamiento que se aprecia en la representacién de los
errores obtenidos (figs. 7-11) es posible afirmar que, seglin aumenta
el orden de precisién del método de integracién, para ambos tipos
de aproximacién de la derivada, la estabilidad de la solucién es
mucho mas alta, y por tanto es posible obtener una buena solu-
cién con mayores pasos de tiempo o At. Por ende, a medida que
un método de integraciéon de mayor orden es utilizado para el
calculo de la integral, es posible reducir el nimero de At necesa-
rios para su obtencién. También se puede observar una tendencia
en las soluciones de O(Az), donde se tiene un 6ptimo en el valor
del error relativo para Az=0,05m, lo que justifica el valor sugerido
por Walkden y Hall [40], e Az=0,40 m; sin embargo, las soluciones
para O( AZ?) presentan un 6ptimo en Az=0,15 m. Por consiguiente,
estos 3 valores de Az son buenas opciones a priori para su uso en el
modelo, segln el esquema de derivacion, y permiten reducir cos-
tes computacionales si se escoge un esquema de mayor orden en
tiempo.
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6. Conclusiones

A la hora de planificar y evaluar las posibles medidas de pro-
teccién frente a peligros geoldgicos, es esencial disponer de la
capacidad de pronosticar comportamientos y tendencias futu-
ras de, en este caso, sistemas complejos litorales. Las revisiones
efectuadas sobre los métodos para la obtencién de predicciones
verosimiles de las tasas de recesién han destacado la impor-
tancia de comprender el comportamiento morfodindmico de
un acantilado [6,19,41,48-50] para crear un modelo conceptual
adecuado. El esquema morfodinamico desarrollado pone de mani-
fiesto complicadas relaciones y retroalimentaciones que dan lugar
a un comportamiento dindmico altamente complejo —y posible-
mente cadtico— en el sistema acantilado-playa, e implica que la
recesion futura es fuertemente dependiente de qué ocurre en la
actualidad y lo ocurrido en el pasado. Esta dependencia de las con-
diciones actuales y del pasado se traduce en un efecto memoria
sobre todo el sistema. Si un sistema como este, ademas de poseer
un efecto memoria, es no lineal, presenta un elevado niimero de
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grados de libertad y se encuentra sometido a excitaciones lentas, es
muy probable que sea de comportamiento critico autoorganizado
[51], mecanismo por el cual emerge la complejidad en la naturaleza.
Por ello, la extrapolacién de tasas de recesion histéricas o incre-
mentar el alcance de modelos deterministas, con el objeto de hacer
pronésticos a largo plazo, puede resultar muy poco realista.

Con el propésito de simular la evolucién temporal de una linea
de costa rocosa se ha desarrollado un modelo de la erosién, como
desplazamiento del frente interfase roca - agua/aire, que incor-
pora los principales procesos que desencadenan un cambio en
el equilibrio del frente rocoso en la franja costera. Entre otros,
los mas importantes que se tienen en cuenta son la accién del
oleaje, el efecto de las mareas, las propiedades geomecanicas de
los macizos rocosos y la pendiente de la plataforma costera. En el
modelo desarrollado se ha incorporado un conjunto de expresiones
matematicas relativamente simples de estos procesos, extraidas de
la bibliografia consultada, y una ventajosa representaciéon de sus
retroalimentaciones a lo largo del tiempo. Este hecho lo diferencia
de otros modelos mucho mas complejos [16,17,23-25,34,41], que
tratan los procesos de forma detallada y exhaustiva y, por tanto,
demandan una amplia y precisa base de datos, lo que los hace muy
sensibles a las condiciones iniciales, y que requieren un elevado
tiempo de ejecucién para proporcionar un resultado que, si bien es
muy preciso, es poco exacto. El hecho de adoptar un modelo como
el aqui propuesto proporciona la ventaja adicional de que, por pre-
cisién, exactitud y bajo coste, permite explorar la sensibilidad a las
incertidumbres globalmente hasta la mesoescala.

Los resultados del modelo en las 2 primeras etapas de simula-
cién (2 ciclos de marea) permiten afirmar que su comportamiento
es mucho mas robusto que los modelos mas recientemente publica-
dos, como los de Walkden y Dickson [26] o Walkden y Hall [27,40],
para lo cual se ha generalizado el procedimiento de obtencién de la
funcién de forma pw(z,t) a partir de estudios experimentales, siendo
de mayor continuidad que otras obtenidas a trozos [40], o cual faci-
lita su tratamiento numérico al describirse de manera continua el
potencial erosivo en profundidad.

En los modelos [26,27,40] previos no se estudian en ningtin caso
los errores cometidos en la resolucién numérica del modelo pre-
sente. El andlisis aqui realizado de los errores cometidos para las
distintas aproximaciones implementadas, tanto para la integracién
como para la derivacién numérica, permite concluir que el uso de
estas herramientas matematicas —incluso las de mas bajo orden—
da lugar a unos resultados comparables a los obtenidos de manera
exacta. Por lo expuesto con anterioridad y ala vista de los resultados
que aparecen en las figuras 7-11, se puede concluir que el modelo
presenta un mayor rango de estabilidad en la solucién para méto-
dos de mayor orden en la aproximacién temporal At. Los resultados
obtenidos en el andlisis de los efectos de la aproximacién espa-
cial Az, donde el valor de 0,05 m es un 6ptimo, se ven reafirmados
por los datos presentados por dichos autores. Esto aporta un nuevo
enfoque al problema, puesto que los modelos presentes en la biblio-
grafia [26,27,40] basan su calculo en la aproximacién de la integral
con el menor orden (aproximacioén tipo trapecio). Es mas, dichos
modelos resuelven el problema con un paso de tiempo de una hora,
o incluso con un golpe de marea, lo que puede provocar grandes
errores en la solucién del modelo y, por ende, formas de erosién
poco realistas con abruptos cambios de direcciéon e irregularida-
des extremas no constatados hasta el momento y que podrian ser
origen de falsas interpretaciones en la morfodindmica del sistema
acantilado alargo plazo. Este cambio de concepto nos permite intro-
ducir un cédlculo mas preciso, sin que de ello se deriven mayores
costes computacionales.

Ademas, dado que la estabilidad del modelo esta fuertemente
condicionada a la pendiente local de la plataforma litoral y puede
tomar valores muy elevados en los tramos cuasi verticales entre el
pie y la cresta del acantilado, con el modelo presentado y gracias

a las aproximaciones utilizadas en la implementacién y al estudio
del error se ha logrado ampliar el valor limite de la pendiente de 10
a 50°. Esto mejora notablemente la limitacién a 10° que han pro-
puesto modelos mas recientes [26,27] y amplia considerablemente
el rango de pendientes en el perfil del acantilado sobre el que es
aplicable el modelo para que sean valores mas préximos a los que
se constatan en los casos reales [4,7,9,13,19,35,50]. Para inclinacio-
nes mayores de 50° la solucién exacta se hace muy inestable tras
un par de ciclos de marea. Esta inestabilidad se traduce en que el
perfil se hace zigzagueante y con tasas de erosién extremadamente
elevadas e irreales que habra que limitar, para lo cual en versio-
nes futuras se incorporaran otros métodos mas sofisticados que
suavicen este hecho.

Finalmente, se ha mostrado que es posible la mejora en la formu-
lacién y eficiencia de los modelos de erosidn costera existentes. Los
resultados aqui obtenidos sugieren la continuidad del desarrollo del
modelo, con el claro objetivo de extenderlo a una escala temporal
mas amplia, junto con la implementacién de algunos de los médu-
los representados en el esquema conceptual de su morfodinamica.
Dichos médulos, en fase de desarrollo, son los considerados mas
influyentes en el fenémeno fisico de la erosién [4,7,9,13,19,35,50],
contemplan el cambio en el nivel del mar, la evaluacién del factor
de seguridad geomecanico del macizo rocoso y los posibles eventos
tecténicos. Por otra parte, la calibracién y la validacién del modelo
frente a datos reales son necesarias para demostrar que puede ser
utilizado con confianza, y para ello se estan testando diferentes
localizaciones piloto aportadas por los proyectos que cofinancian
este trabajo.
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