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Resumen

Este trabajo presenta el analisis cinematico de un manipulador reconfigurable integrado por dos sub-manipuladores paralelos que
comparten una plataforma moévil. Una solucion en forma semi-cerrada para el analisis directo de posicion del robot es obtenida tomando
ventaja de la geometria no plana de la plataforma movil, mientras que los analisis de velocidad, aceleracion y singularidades son
desarrollados por medio de teoria de tornillos. Finalmente se propone una aproximacion basada en el indice de manipulabilidad de la
matriz jacobiana para determinar la configuracion geométrica que optimiza el desempeifio del manipulador dada una determinada postura

de la plataforma moévil.
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1. Introduccién

Actualmente los diversificados requerimientos del mercado y
el desarrollo de politicas de optimizacion de costos en la
industria, han conducido a la robdtica hacia el disefio de
manipuladores mas flexibles, enfatizando en los manipuladores
paralelos debido a sus ventajas sobre los tipo serie, por ejemplo,
mayor capacidad de carga, rigidez, aceleraciones, entre otras.

La reconfiguracién de un robot es probablemente la estrategia
mas factible para incrementar su flexibilidad. En el caso de los
manipuladores paralelos, existen dos enfoques para reconfigurar
este tipo de arquitectura mecanica (Zhang y Shi, 2012); el disefio
modular y el disefio de geometria variable.

Un manipulador paralelo con un disefio modular esté integrado
por un conjunto de partes estandarizadas que pueden ser
facilmente ensambladas y desensambladas para obtener diferentes
configuraciones (Yang et al., 2001; Brisan, 2007; Xi et al., 2011;
Yu et al., 2012; Plitea et al., 2013; Carbonari et al., 2014).

Por otro lado, un manipulador paralelo con un disefio de
geometria variable es capaz de modificar sus dimensiones para
alcanzar nuevas configuraciones. La plataforma Gough-Stewart
presentada en (Ji y Song, 1998), el dodecapodo (Bande et al.,
2005), el robot planteado en (Zhang y Shi, 2012), la familia de
mecanismos introducida en (Ye ef al., 2014) y el manipulador de
multiples modos de operacion analizado en (Kong, 2014) son
ejemplos de este enfoque, sin embargo, son trabajos que se
limitan al planteamiento de la arquitectura mecanica, a su analisis
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cinematico, al desarrollo de algunas simulaciones dindmicas o
bien al analisis del efecto de la variacion geométrica sobre el
espacio de trabajo del manipulador. Algunos trabajos profundizan
mas al definir ciertos indices de desempefio como criterios para
determinar la configuracion geométrica optima del manipulador,
por ejemplo la rigidez (Simaan y Shoham, 2003; Kumar, ef al.,
2009), el torque requerido por los actuadores (du Plessis y
Snyman, 2006) y la capacidad de carga (Chen, 2012).

Hasta el dia de hoy el desarrollo de un manipulador paralelo
reconfigurable funcional y de alto desempefio sigue siendo un
reto. Los prototipos basados en un disefio modular se limitan al
planteamiento de arquitecturas que modifican su espacio de
trabajo y sus grados de libertad, y en el caso de los basados en un
disefio de geometria variable siguen sin definir una metodologia
efectiva para determinar la configuracion adecuada del
manipulador dada una tarea. Por lo anterior, todos los esfuerzos
que se destinen para el disefio de un manipulador reconfigurable
de gran potencial son altamente justificados para la robdtica.

En este trabajo se presenta el analisis cinematico de un robot
paralelo reconfigurable basado en un enfoque de geometria
variable. El manipulador tiene una estrategia de diseflo que
simplifica su andlisis directo de posicion y que ademas evita
algunas singularidades tipicas de los robots paralelos. El resto de
la contribucion es organizada como sigue: en la Seccion 2 el
manipulador es presentado; en la Seccion 3 se propone el modelo
de posicion, velocidad y aceleracion del robot, al igual que se
analizan sus singularidades evidentes; en la seccion 4 se muestra
la aplicacion del indice de manipulabilidad para definir la
configuracion geométrica que optimiza el desempefio del
manipulador; y finalmente las conclusiones y trabajos futuros son
expuestos en las Secciones 5 y 6 respectivamente.
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2. Descripcion del manipulador propuesto

El manipulador propuesto esta basado en la reconfiguracion
de un robot paralelo de 6-GDL (grados de libertad) que se
encuentra en proceso de patentamiento ante el Instituto Mexicano
de la Propiedad Industrial (folio: MX/a/2013/011009), el cual de
aqui en adelante sera llamado modelo base. La descripcion del
modelo base y la estrategia de reconfiguracion implementada se
muestra a continuacion.

2.1. Modelo Base

El robot estd integrado por dos sub-manipuladores paralelos
tipo 3-RUS que comparten una plataforma movil en forma de
prisma triangular (Figura 1la). R, U y S representan
respectivamente  articulaciones de revoluta, universales y
esféricas, y el subrayado indica la articulacion activa. A menos
que se especifique lo contrario para referirse a los elementos del
sub-manipulador llamado M, se utiliza los subindices i = 1, 2, 3,
por otro lado, se utiliza los subindices i = 4, 5, 6 para referirse a
los elementos del sub-manipulador llamado M..

Bs

Plataforma fija /

As

_____ |

(b)

Figura 1: Modelo base para la reconfiguracion. (a) Vista general. (b) i-ésima
cadena cinematica.

La plataforma fija del manipulador estd definida por los
triangulos equilateros A;4,43 y A+As5As, los cuales son paralelos y
estan separados entre si por una distancia H. En el centro O del
triangulo 4,443 es localizado el sistema de referencia global del
robot, sus ejes X'y Z yacen sobre el plano definido por el triangulo
y el eje Y apunta hacia arriba. Los vértices A; = (Axi, Avi, Az) de
los triangulos A;4:43 y A4AsAs denotan las posiciones, definidas
por los vectores Ai, de las articulaciones activas de revoluta del
robot, en donde R; y R representan los circunradios de estos

triangulos, y 6; representa la disposicion radial alrededor del eje Y
de la i-ésima cadena cinematica, la cual es medida a partir de la
direccion positiva del eje X (Figura 1b). Por otro lado, en una
misma cadena cinematica, el eslabon de longitud LA estd
conectado al de longitud LB en el punto B; = (Bxi, By, Bz) a
través de una articulacién universal cuya posicion estd definida
por el vector Bi. De forma similar, la plataforma movil y
cualquiera de los eslabones de longitud LB estan conectados en el
punto C; = (Cx;, Cy, Cz) mediante una articulacion esférica cuya
posicion esta definida por el vector Ci. Los puntos C; forman un
prisma triangular de altura / definido por los tridngulos
equilateros C,C>C3 y C4CsCs, donde r representa el circunradio de
dichos triangulos. Los ejes de rotacion de las articulaciones

activas de revoluta, definidos como 121., son tangentes a la

circunferencia circunscrita de los triangulos 4;4,43 y A4AsAs.
Ademas, los ejes de rotacion de las articulaciones universales son

i, y v;, donde v, es ortogonal a #,y a la direccion W, del
eslabon de longitud LB. En el caso de las articulaciones esféricas
los ejes de rotacién son #,, v, y w,. Finalmente, el vector P

define la posicion del punto de interés P = (Px, Py, Pz) de la
plataforma movil (efector final), el cual estd ubicado
convenientemente en el centro del triangulo C4CsCs, en donde es
definido un sistema de referencia movil xyz.

2.2. Estrategia de reconfiguracion

Se selecciona un enfoque de reconfiguraciéon por geometria
variable pues éste, a diferencia del enfoque modular, puede
implementarse facilmente sin necesidad de interrumpir el proceso
de operacion del robot.

Cualquiera de los parametros que define la geometria del
modelo base puede considerarse para la reconfiguracion, sin
embargo la seleccion del parametro adecuado debe estar sujeta a
algunos aspectos técnicos. En el caso de los parametros 6,
seleccionarlos parece implicar un disefio mecanico complicado
para modificarlos uno a la vez o de forma simultanea, aparte esto
generaria un espacio de trabajo asimétrico, lo cual no es el
propdsito en este trabajo. Por otro lado, la seleccion de los
pardmetros 4 o r no parece tener caso, pues implicaria montar
sobre la plataforma movil una serie de actuadores para modificar
estos parametros, cosa que parece dificil de implementar y que
traeria consecuencias negativas sobre la capacidad de carga del
manipulador, su rigidez y por tanto la exactitud del mismo.
Desventajas similares parece implicar la seleccion de los
parametros L4 o LB, pues seria necesario montar en cada cadena
cinematica los actuadores necesarios para generar la
reconfiguracion. De igual forma seleccionar el parametro R;
parece no viable, pues implicaria un disefio con muchas
interferencias mecénicas dentro del espacio de trabajo operable
del robot. De esta manera quedan disponibles los parametros R; y
H, los cuales parecen requerir disefios mas simples, con mayor
utilidad y menos desventajas que las alternativas anteriores.

En la Figura 2 se presenta una estrategia de reconfiguracion
basada en la modificacion simultanea de los parametros R; y H.
La reconfiguracion se logra al agregar en las i = 1, 2, 3 cadenas
cinematicas de M; un eslabon de longitud R,, el cual sera llamado
eslabon de reconfiguracion. El posicionamiento angular definido
por f del eslabén de reconfiguracion implica un
reposicionamiento de los puntos 4;, lo cual es visto como un
redimensionamiento simultaneo de los parametros R; y H (Figura
2a). La posicion F; = (Fx;, Fr, Fz) de la articulacion activa de
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revoluta que permite la movilidad del eslabon de reconfiguracion
estd definida por el vector Fi, cuya magnitud es Ry y cuya
direccion esta asociada a 0;. De lo anterior se puede decir que la
plataforma fija del robot reconfigurable esta representada por los
triangulos equilateros paralelos F;F2F; 'y A4AsAs.

Eslabon de
reconfiguracion \

(b)

Figura 2: Estrategia de reconfiguracion. (a) Estructura de la i-ésima y la i+3-
ésima cadena cinematica. (b) Vista general del robot reconfigurable.

La Figura 2b muestra una propuesta de disefio para el robot
reconfigurable basada en la incorporacion de un mecanismo
compuesto por un arreglo de engranes helicoidales cruzados. El
eje de giro del engrane localizado en el centro del mecanismo es
perpendicular al de cada engrane conducido conectado a cada
eslabon de reconfiguracion, lo cual hace que cuando el actuador
acoplado al engrane central sea accionado, se genere el
posicionamiento angular simultdneo e idéntico de los eslabones
de reconfiguracion. Este mecanismo modifica la geometria del
robot mediante la inclusion de un grado de libertad al sistema, lo
cual significa que el problema de redundancia generado al
reconfigurar el robot es llevado a su expresion mas simple.

La idea de agregar un eslabon a las cadenas cinematicas de un
manipulador paralelo para reconfigurarlo no es la contribucion de
este trabajo. Esta estrategia ya ha sido implementada
anteriormente, por ejemplo en (Balmaceda, er al., 2014) se
propone una familia de manipuladores tipo Delta reconfigurables
basada en ese concepto. Mas alla de lo anterior, la aportacion de
este trabajo recae, tal y como se evidenciara en las secciones
subsiguientes, en el andlisis cinematico de un manipulador
hexapodo capaz reconfigurarse para optimizar su desempefio
dentro de ciertos parametros geométricos preestablecidos.

3. Analisis cinematico del manipulador propuesto

En esta seccion se resuelve el modelo cinematico en posicion,
velocidad y aceleracion del manipulador reconfigurable
propuesto. Dado que el mecanismo de reconfiguracion esta
basado en un arreglo de engranes helicoidales cruzados, ya muy
estudiados en la literatura y cuyo andlisis no implica ninguna
contribucion, se realizara el andlisis considerando Unicamente el
movimiento angular definido por S de los eslabones de
reconfiguracion (Figura 2a), el cual junto con el movimiento

1, 2... 6,
constituyen los parametros de entrada del robot. Los parametros

de salida estan definidos por las tres traslaciones y las tres
orientaciones capaces de generar la plataforma movil del robot.

angular definido por «; en 4; (Figura 1b), para i =

3.1. Andlisis de posicion

El manipulador propuesto estd provisto de una plataforma
movil que tiene forma de prisma triangular (Figura la), esta
caracteristica muy particular permite, tal y como se expondra mas
adelante, reducir considerablemente la complejidad del modelo
directo de posicion del robot, el cual para manipuladores
hexapodos ha sido considerado como uno de los tdpicos mas
atractivos y desafiantes de la teoria cinematica moderna.

El analisis directo de posicion consiste en encontrar la postura
(posicion y orientacion) de la plataforma mévil con respecto a la
plataforma fija dado un conjunto de coordenadas generalizadas

a; y p. Para ello, es necesario calcular previamente las

coordenadas de F; de la siguiente forma:

R, cos 0,
F = 0 , i=1,2,3 1)
R, sin6;

Ademas, las coordenadas de 4, y B; se obtienen de:

Rcos0; Ay;+LAcosa; cosb;
4; = D 2) B, = Ay;+LAsing; 3)
Rsiné; Azi+LAcosa;sin 6,

donde: R = Ry+R,cosfl, D = Rsinff,parai=1,2,3; yR=R», D =
-H,,parai=4,5, 6.

Por otro lado, tomando en cuenta que la plataforma moévil es
un prisma de altura 4, las coordenadas de Cy, Cs y Cs pueden ser
especificadas en funcién de C;, C> y Cs de la siguiente forma:

Ci.s =C; +h i=1,2,3 @)

donde g es un vector unitario normal al triangulo C,;C-Cs3, el cual
es calculado a través del producto cruz como sigue:

2/33(C,—C3)<(C;—C3)

e

g= ®)

con e =2rcos (7:/ 6) representando el lado del prisma triangular
definido por la plataforma movil.
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De lo anterior, el analisis directo de posicion se reduce a
encontrar las coordenadas de C;, C, y Cs. Para ello considérese
las siguientes ecuaciones de restricciones geométricas del robot:

(c;-B;)e(C;-B;) = LB
(G-¢))e(cimc;)=¢ ()<fo2) 23) 03} 0

i=1,2..6 (6)

donde el operador (e) denota el producto punto.

Las expresiones (6) y (7) forman un sistema de nueve
ecuaciones cuadraticas y nueve incognitas; Cx;, Cyi, Cz, para i =
1, 2, 3. Una vez solucionado el sistema, Cx;, Cyi, Cz, para i =4, 5,
6, pueden ser calculadas facilmente a través de la expresion (4).

Para determinar la postura de la plataforma moévil es necesario
considerar el sistema de referencia moévil definido en el centro del
triangulo equilatero C,CsCs (Figura la). Este sistema de
referencia tiene sus ejes x y z yaciendo en el plano definido por
este triangulo, con el eje x apuntando hacia C,. Por tanto, la
posicion de la plataforma movil es definida por el vector P:

®)

mientras la orientacion es definida por una matriz de rotacion Rm
usando el método presentado en (Gallardo-Alvarado ef al., 2008):

R, =|a, @, ] 9)

donde 4, i, 4, son vectores unitarios a lo largo de los ejes del

x°

sistema de referencia movil, y pueden ser calculados por:

(10) = =5 () a, =a, xa, (12)
)

Finalmente, la postura de la plataforma movil puede ser
expresada a través de la matriz de transformacion homogénea T

T :{R'" PJ (13)

El modelo directo de posicion propuesto esta basado, al igual
que muchos en la literatura, en la solucion de un sistema de
ecuaciones polinomiales no lineales de multiples incognitas. Sin
embargo, debido al disefio prismatico de la plataforma mévil, es
posible expresar la posicion de tres de sus articulaciones esféricas
como una combinacion lineal de otras tres, lo que deriva en un
sistema de ecuaciones mas simple de resolver.

Diversos algoritmos han sido desarrollados para solucionar
este tipo de sistemas de ecuaciones aplicados al modelo directo de
posicion de manipuladores hexdpodos; métodos de eliminacion
(Husty, 1996; Lee y Shim, 2003), métodos de continuacion
(Raghavan, 1993; Mu y Kazerounian, 2002), métodos
fundamentados en las bases de Grobner (Rolland, 2005; Gan et
al., 2009), analisis de intervalos (Merlet, 2004; Shen y Wu, 2004)
y mas recientemente algoritmos genéticos (Omran et al., 2008;
Rolland y Chandra, 2010) y redes neuronales (Parikh y Lam,
2005; Yurt et al., 2007). Todos ellos tienen debilidades y
fortalezas, y discutirlas no es el objeto de este trabajo, sin

embargo es claro que el modelo directo de posicion propuesto
potencializa las ventajas de cualquiera de estos algoritmos.

En lo que respecta al analisis inverso de posicion, aunque éste
es un problema simple para robots paralelos, cuando se trata de
mecanismos redundantes el problema se torna algo complejo. En
el caso del manipulador en estudio, una configuracion esta

definida por siete coordenadas generalizadas,a; y f, es decir

siete grados de libertad, mientras que una tarea a realizar por el
robot requiere a lo maximo de seis grados de libertad, lo anterior
supone que una postura determinada del robot puede ser
alcanzada por una infinidad de posibles configuraciones.
Solucionar el problema de redundancia implica determinar una
configuracion de entre todas las posibles basdndose en algin
criterio de desempefio. En la seccion 4 se presenta una propuesta
muy practica para la aplicacion del indice de manipulabilidad
como criterio para definir la configuracion geométrica del
manipulador dada una postura. En (Landeira er al.,, 2015) se
puede encontrar mas informacion acerca de robots redundantes.
En esta seccion por lo pronto se presenta una aproximacion
simplificada del modelo inverso, en donde dada una postura T de
la plataforma moévil y un determinado posicionamiento angular f
de los eslabones de reconfiguracion, es necesario determinar las

coordenadas generalizadas «;. Para ello, las coordenadas de C;

pueden ser calculadas basdndose en la siguiente expresion:

C. c
=Tl 14
donde CI* es un dato conocido que representa las coordenadas de

C; pero expresadas en el sistema de referencia movil.
La sustitucién de (3) y (14) en (6) permite obtener una

expresion para «; tal y como se presenta a continuacion:

2
20y, -2D+ \/4(D—2CYI.)2+4R2—S,Z—Qi[4R+%]+Qi2[I—R—J

R
“2R-S,-0) -1
; Q,[L y j

donde:

1
S, = a(LB%LAZ7173271)2+2Dcy,<fcx,.27ch2ch1.2) (16)

Q;, =2Cy, cos 6, +2C; cos b, 17

3.2. Analisis de velocidad y aceleracion

El andlisis de velocidad y aceleracion es desarrollado
mediante teoria de tornillos. Para una explicacion detallada de
esta metodologia consultar (Rico y Duffy, 2000).

Los tornillos asociados a las articulaciones de las i = 1, 2, 3

cadenas cinematicas de M; (Figura 3a) son: $/, denota el tornillo

. . ., . . 1
asociado a la articulacion activa de revoluta definida en Fi; $,, es
el tornillo asociado a la articulacion activa de revoluta definida en

2 3 . . . ., .
A4i; 8, y 8., son los tornillos asociados a la articulacion universal

definida en B;, y finalmente $,4’ $f y ﬂil6 son los tornillos

asociados a la articulacion esférica definida en C;. Estos tornillos
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son también asociados a las articulaciones definidas en 4;, B;y C;
para las i = 4, 5, 6 cadenas cinematicas de M, (Figura 3b), sin

embargo el tornillo $ no es considerado, y $' es

. . 6
convenientemente agregado en forma colineal a $; como un

tornillo asociado a una articulacién prismatica virtual.

Figura 3: Tornillos infinitesimales. (a) Cadena cinematica del sub-
manipulador ;. (b) Cadena cinematica del sub-manipulador M..

Un tornillo asociado a una articulacion de revoluta se define
. o AT
en coordenadas de Pliicker como: $ = [S SOJ , donde la parte

primal, S, es un vector unitario a lo largo del eje de rotacién de
la articulacion asociada al tornillo, mientras que la parte dual, §0
, s el momento producido por S respecto al polo de referencia

O. Por otro lado, un tornillo asociado a una articulacion
prismatica se define en coordenadas de Pliicker como:

T R
$= [0 S] , donde S es un vector unitario a lo largo del eje de

traslacion de la articulacion prismatica. Teniendo esto en cuenta:

(4, Fxa] s =[a, Axa] s =[a B, |,
P[5 B st =[a, cxa ], s =[5 cxi],
Co[w ocpw ], s =[o w].

El estado de velocidad V de la plataforma movil del robot
puede ser expresado en forma de tonillo de la siguiente forma:

parai=1,2,3

@ i oF il i o2 i3 i o4 i oS i 06
VZ{ J:wr$l+a)l$i+a)2$l +o8%, +0,8 +o$ +o08 (18)

4

parai=4,5,6
@ i i i i i i i
14 :LJ =08, +0,8 + 08 + 0,8 + 0,8 + 0,8 +o ] (19)

donde @ y v son respectivamente los vectores de velocidad
angular y lineal de la plataforma movil vista desde la plataforma

fija, mientras que a):, o (paran =1,2..6)y a); =0

representan las magnitudes de velocidad asociadas a los tornillos

definidos en las cadenas cinematicas del robot, con a)r' =fy

o, = ¢, como las velocidades generalizadas del robot. Nétese que

la magnitud de velocidad asociada a cada tornillo virtual es nula,
lo cual evita algin efecto sobre el estado de velocidad por la
inclusion de dichos tornillos.

Con el proposito de obtener una ecuacion de entrada-salida de

velocidad para el robot es necesario considerar que el tornillo $f
es reciproco a todos los tornillos definidos en las cadenas
cinematicas del robot, excepto a los tornillos $ y $: parai= 1,

2, 3,y a los tornillos $i y $,.j para i = 4, 5, 6. De lo anterior, la
aplicacion de la forma de Klein {* ; *} , la cual es una forma

bilineal simétrica del algebra de Lie, del tornillo $:’ a ambos

lados de las ecuaciones (18) y (19), permite obtener, con la
reduccion de términos, las siguientes expresiones:

parai=1,2,3
{visi=pis;sit+a, {818} (20)
parai=4,56
Vist) =, {887} + o) {$/:87} @1)

Para una revision rapida acerca de las operaciones basicas en
el algebra de tornillos, incluida la forma de Klein, consultar
(Gallardo-Alvarado et al., 2006).

Considerando que a)’/ =0 y que {$/;8} =1(ya que son

tornillos colineales), las expresiones (20) y (21) se pueden
agrupar en forma matricial para representar la ecuacion de
entrada-salida de velocidad del robot tal y como sigue:

JJAV =14, +1 4, @2)
donde:
J, =8 85 8 % 8 8 (23)

es la matriz jacobiana de cinematica directa, mientras que J, y

J , son las matrices jacobianas de cinematica inversa dadas por:

7, = diag[{s7:80) {sns8) (588} 11 1] (24)

J, = ding| {s;:87} {si:85} {si:sS} {siisy) {siis¢} {sii8}](29)

o

0 I
por otro lado, A = L OJ es un operador de polaridad definido

por la matriz identidad I (3x3) y la matriz nula 0 (3x3). Ademas,
. pa ) 5 T . . . . . . . T
q,=[p 8 B 000] yi=[a & & & & |

son las matrices de velocidades generalizadas.
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Continuando con el analisis cinematico, el estado de
aceleracion reducido de un cuerpo rigido se define como:

@
A={ J (26)

a—mxy

donde @ y a son respectivamente los vectores de aceleracion
angular y lineal de la plataforma moévil vista desde la plataforma
fija. De lo anterior el estado de aceleracion A puede ser expresado
en forma de tornillo de la siguiente forma:

parai=1,2,3

A=0$ +@$ +a)$, +@,8 +o,8 +@.8 +a,$ +L (27)
parai=4,5,6

A=0$, +a8 +@,8] + @8, + &8 +i,$ + @, 8] +L, (28)

donde a'):, @, (paran =1,2..6)y @, =0 representan las
magnitudes de aceleracion asociadas a los tornillos definidos en

las cadenas cinematicas del robot, con @ =/ y @& =, como

las aceleraciones angulares activas del robot. Por otro lado, L, es

el i-ésimo tornillo de Lie de aceleracion, el cual es calculado a
través de las siguientes expresiones:

parai=1,2,3
L =[0f$ oS +0$+0i$+a|$ +0 S+l $¢ |+
[0S @S +ai$ +a|$! +0! ST+l $¢ |+
[ 1$2 1$3 ;$4 1$5 :$6] 29
wZ i w} i+w4 i+w5 i+w6 i + ( )
[ i$3 i$4 i$5 i$6:|
wS i 0)4 r'+a)5 i+a)6 i +
i Q4 i QS i Q6 iQS i Q6
[a)4$i a)5$,,+a)6$,.]+[w5$i w6$i]
parai=4,5,6
L _ i$l 1$2 i$3 i$4 i$5 i$6 i$f
i wl i 602 i+w3 r+a)4 1+a)5 r'+a)6 i+a)f i +

O[S} +l$i +ol$i 0l St 0, 8] |+
O[S} +ol S +o[$ 40, 8] |+ (30)
o8 +ol$0+a) 8! |+

o8 alSi+a s | +[als o8]

donde los corchetes |* =] denotan el producto del Lie del

algebra de Lie. Naturalmente el calculo del tornillo de Lie de
aceleracion requiere previamente la solucion del modelo de
velocidad. Para una revisidn rapida acerca de las operaciones
basicas en el algebra de tornillos, incluido el producto de Lie,
consultar (Gallardo-Alvarado et al., 2006).

Notese que debido a que la magnitud de aceleracion asociada
a cada tornillo virtual es nula, no se genera ninglin efecto sobre el
estado de aceleracion ni sobre el tornillo de Lie por la inclusion
de estos tornillos.

De forma similar que en analisis de velocidad, la aplicacion

sistematica de la forma de Klein {*;x} del tornillo $f a ambos

lados de las ecuaciones (27) y (28), permite obtener, con la
reduccion de términos, las siguientes expresiones:

parai=1,2,3
{Asst) = p{si8) + i, {8:87) + (L8 31)
parai=4,5,6

(A8} = {81580} + @) {87580} +{L,;8} (32)

Presentando las expresiones (31) y (32) en forma matricial, la
ecuacion de entrada-salida de aceleracion del robot resulta en:

J M =1§4,+]4,+C 33)

donde las matrices de aceleraciones angulares activas son
.. b3 P ) T .. . . .. .o .. .. T
q, = I:ﬂ g B 00 0] Yyq,= I:al a, o o O a():I >

T
y C= |:{L1;$|6} {Lz;$(z)} {L3;$§} {L4;$2} {L5;$2} {L5;$g}] €s
la matriz complementaria de aceleracion.
Las expresiones (22) y (33) fueron obtenidas en esa forma
matricial gracias a la conveniente inclusion de los tornillos

virtuales $l’ en las i = 4, 5, 6 cadenas cinematicas del robot. Lo

anterior no significa que el analisis cinematico del robot no puede
realizarse sin la inclusion de estos tornillos. El uso de ellos es un
mero recurso algebraico que permite expresar matricialmente las
ecuaciones de entrada-salida de velocidad y aceleracion del robot

al hacer que J; y J, sean del mismo tamafio. La busqueda de

esta representacion matricial es debido a que de esta forma se
favorece el analisis de las singularidades del robot, el cual es un
topico que se trata a continuacion.

3.3. Andlisis de singularidades

Las singulares en robots paralelos son configuraciones donde
la plataforma moévil gana o pierde grados de libertad. Dichas
configuraciones pueden ser clasificadas en tres tipos (Gosselin y
Angeles, 1990).

Singularidad tipo 1. Esta singularidad, llamada de cinematica

inversa, ocurre cuando det (Jq) = 0, lo cual sucede cuando

cualquiera de los elementos de la diagonal de J, se vuelve cero.
Esto significa que en al menos una cadena cinematica del robot
los eslabones de longitud L4 y LB estan completamente
extendidos o contraidos, causando que {$;$°} = 0. Un ejemplo

de esta singularidad es mostrado en la Figura 4a, en donde los
eslabones de longitud L4 y LB de las cadenas cinematicas de M;
estan completamente extendidos.
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Singularidades de cinematica inversa puede también aparecer

cuando det J;))=0, lo cual ocurre cuando cualquiera de los

clementos de J se vuelve cero. Esto significa que en al menos

una cadena cinematica de M; los eslabones de longitud R, y LB
son colineales. Esta situacion sucede en tres casos; (i) cuando los
eslabones de longitud R,, LA y LB estan completamente
extendidos (Figura 4b), (ii) cuando los eslabones de longitud R, y
LA estan completamente extendidos formando un segmento que
se encuentra contraido respecto al eslabon de longitud LB, (iii)
cuando los eslabones de longitud LA y LB estan completamente
extendidos formando un segmento que se encuentra contraido
respecto al eslabon de longitud R,.. En cualquiera de los casos
anteriores, los eslabones de longitud L4 y LB estan
completamente extendidos o contraidos, lo cual significa que una

singularidad asociada a J) puede ocurrir s6lo cuando ocurra una

asociada a J, ,estoes: det ( J))= 0=>det (Jq )=0.

Cirs

(®)

Figura 4: Algunas configuraciones singulares de cinematica inversa. (a)

Cuando I, es singular. (b) Cuando ]; es singular.

Singularidad tipo 2. Esta singularidad, 1lamada de cinematica
directa, ocurre cuando det (J_ ) = 0, lo cual sucede cuando los

tornillos reciprocos $f son linealmente dependientes. Debido al

arreglo articular de la plataforma moévil en dos planos paralelos, la
probabilidad de ocurrencia de esta condicion es baja. A pesar de
esto, el robot estaria en una configuracion singular si los tornillos

[ﬂ?l6 $; $2] 0 [$: $: $Z]son linealmente dependientes, lo

anterior es debido a que el manipulador puede ser visto como dos
sub-manipuladores. Esta situacion puede ocurrir, por ejemplo,
cuando para cualquier sub-manipulador los eslabones de longitud
LB estan localizados en el mismo plano con sus tornillos
reciprocos convergiendo hacia un punto comin o siendo
paralelos, tal y como sucede en un mecanismo plano (Bonev et
al., 2003). Un ejemplo de esta situacion es mostrado en la Figura
5. Para evitar esto, se debe satisfacer que: LB +r > LA+ R, con
R = Rs+ Rcosf para M; y R = R; para M.. Si la condicién anterior
se cumple s6lo para un sub-manipulador, éste seria capaz de tirar
o empujar el otro para liberarlo de alguna singularidad.

Un caso muy especial de este tipo de singularidad ocurre

cuando toda una fila o columna de J, estd formada por ceros.

Esta situacion puede ocurrir, por ejemplo, cuando los tridngulos

equiléteros FiF>F;, A4AsAs, C,C:Cs y C,Cs5Cs son todos
coincidentes, esto es, concéntricos y con la misma orientacion.
Naturalmente, esta condicion puede aparecer unicamente a lo
largo de la direccion negativa del eje Y. Si la condicion anterior se

cumple, los tornillos $f de la matriz J_ tendrdn en el segundo
elemento de su parte dual un cero, causando que det (J_ ) = 0.

Esto es debido a que la direccion de $f’ (parte primal) y el vector
de posicion C; de cada articulacion esférica formaran un plano
ortogonal al plano XZ, haciendo que la parte dual de $f sea un

vector perteneciente al plano XZ. Esta configuracion singular
puede ser facilmente evitada si la orientacion de F F2F; y A4AsAs
son seleccionadas apropiadamente, previniendo que los triangulos
sean todos coincidentes, es decir considerando la siguiente
condicion: 6;# 0;:3, tal y como se muestra en la Tabla 1 de la
seccion 4. Esta condicion podria en algunos casos generar
colisiones entre las cadenas cinematicas, por esta razén
seleccionar la orientacion de F;F,F3; y A445As es en definitiva una
tarea interesante que podria ser discutida en un trabajo futuro
relacionado con la sintesis dimensional del mecanismo.

Figura 5: Singularidad de cinemética directa.

Singularidad tipo 3. Esta singularidad, llamada combinada,
ocurre cuando simultdneamente existen singularidades de
cinematica inversa y directa. Esta situacion puede ocurrir en dos

casos; (i) det (-I,, )=det (J,)=0,(ii) det (J ) = det (Jq ) =det
(J,)=0. La opcién donde solamente det (J; )=0ydet(J, )=

0 no puede existir, recuérdese que det (J; )=0 =>det (Jq )=0.

Un ejemplo del primer caso ocurre si en al menos una cadena
cinematica de los sub-manipuladores los eslabones de longitud LA
y LB estan completamente extendidos o contraidos, mientras en el
otro sub-manipulador los tornillos reciprocos son coplanares y
convergen hacia un punto comin. Por otro lado, el segundo caso
puede ocurrir si la plataforma fija y movil tienen el mismo
tamaflo, es decir, FiF>F3; = AsdsAs = CiC:C3 = C4CsCs, y las
cadenas cinematicas estdn todas dispuestas verticalmente
(paralelas), lo cual puede solamente ocurrir si la plataforma movil
esta localizada entre los triangulos F;F>F3; y A4As4s, una
configuracion sin sentido para el robot (Figura 6).

La existencia de multiples singularidades es uno de los
principales inconvenientes en los manipuladores hexapodos.
Muchos trabajos se han desarrollado para la identificacion de
estas configuraciones (Mayer y Gosselin, 2000; Jiang y Gosselin,
2009) y para el seguimiento de trayectorias libres de éstas
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(Dasgupta y Mruthyunjaya, 1998; Sen et al., 2003), sin embargo,
el desarrollo de una estrategia practica y alcanzable para
maximizar el espacio de trabajo libre de singularidades en estos
mecanismos es todavia objeto de estudio. Es ahi donde aparece
una de las principales ventajas del manipulador propuesto, pues
gracias a la forma de su plataforma movil las singularidades de
cinematica directa se ven practicamente eliminadas.

/—Plataforma fija

ES

G N
Ci +3

~—Plataforma movil

B

A3
- Plataforma fija

Figura 6: Singularidad combinada.

4. Determinacion de la configuracion 6ptima del robot

El problema de determinar la configuracion 6ptima del robot
consiente en definir un posicionamiento angular S de los
eslabones de reconfiguracion que optimice el desempeiio del
manipulador para una determinada postura.

Tal y como se presenta en (Moreno, et al., 2012), son muchos
los indices que permiten evaluar el desempefio de un
manipulador, sin embargo, son los indices de desempefio
cinetostaticos los que mayor interés han despertado en los ultimos
afios dentro de la comunidad cientifica, pues ofrecen informacion
valiosa referente a la capacidad de transformar velocidades de los
actuadores en velocidades en el efector final, lo que estd muy
relacionado con el deteccion de configuraciones singulares y con
el disefio de manipuladores isotropicos.

Los indices de desempeflo cinetostaticos comunmente
utilizados (numero de condicion, manipulabilidad y minimo valor
singular) estan definidos en funcién de la matriz jacobiana del
manipulador, sin embargo, cuando el efector final del
manipulador es capaz de posicionarse y orientarse estos indices
no pueden ser evaluados consistentemente, pues la matriz
jacobiana de estos manipuladores estd formada por elementos
dimensionalmente no homogéneos.

Muchos trabajos se han desarrollado con el objetivo de hacer
una evaluacion cinetostatica a partir de una matriz jacobiana de
elementos no homogéneos (Sung-Gaun y Ryu, 2003; Ueberle, et
al., 2004; Voglewede y Ebert-Uphoff, 2004; Angeles, 2007).
Después de evaluar la aplicabilidad de estos métodos, se decide
aplicar la aproximacion propuesta en (Ueberle, et al., 2004), la
cual sugiere dividir la matriz jacobiana J en dos sub-matrices, Jror
para la orientacion y Juas para la traslacion, tal y como sigue:

J=[1. J.] (34

De esta manera se puede obtener una medida de
manipulabilidad de rotacién w,, y de traslacion wy, de la
siguiente forma:

w, =det(I, 0, ) GBS w, = «/det(J,mJ,m’) (36)

A mayores valores de estos indices el robot tiene mayor
capacidad de realizar movimientos en el efector final. Cuando
tiendan a cero el robot se encuentra cercano a una singularidad.

El modelo de velocidad presentado en la expresion (22) no
permite obtener facilmente una representacion de la matriz
jacobiana del robot tal y como se presenta en la ecuacion (34), sin
embargo, considerando los hallazgos del analisis de
singularidades realizado en la sub-seccion 3.3, es posible omitir el

efecto de J en la evaluacion cinetostatica del manipulador y de

esa manera obtener la siguiente expresion:
T\
V- ( Iy A) 7. (37)

-1
donde J = (J xTA) J, esla matriz jacobiana que ser4 utilizada

para la evaluacion cinetostatica.

La expresion (37) representa la ecuacion de velocidad para el
modelo base del robot en estudio (Figura 1), es decir sin
considerar el eslabon de reconfiguracion incluido en las cadenas

cinematicas de M; (Figura 2), de ahi que no aparece la matriz J,
en dicha ecuacion. Del analisis de singularidades se determind
que J; es singular solo si Jq también lo es, por lo tanto, al
buscar una configuracion geométrica del modelo base que evite
que J_ sea singular, también se esta evitando que J lo sca en el

robot reconfigurable, es por ello la omision de esta matriz en la
evaluacion cinetostatica.

Los calculos presentados en esta seccidon se realizan
considerando los valores de referencia mostrados en Tabla 1.

Tabla 1: Valores de referencia para los parametros geométricos del robot.

Parametro Valor Parametro Valor
R, 50 mm r 50 mm

R, 150 mm 0, 35°

R2 450 mm 02 155°

H, 200 mm 0; 275°

LA 200 mm 0, 25°

LB 400 mm 05 145°

h 34 mm Os 265°

El andlisis consiste en calcular w,,, ¥ Wy para el intervalo
-90° < B <90° dada una serie de posturas de la plataforma movil.
Con el objetivo de describir los principales hallazgos se muestran
los resultados para la siguiente postura (ver ecuacion 13):

0.9623 -0.1306 -0.2388 0
100842 09771 -0.1952 -350

0.2588 0.1677  0.9513 0

0 0 0 1

De la Figura 7, pese a que el analisis se hizo para un intervalo
mayor, Unicamente se obtuvo resultados dentro del intervalo
-60° < B <90°, esto significa que la postura en estudio no puede



R.E. Sdnchez-Alonso et al. / Revista Iberoamericana de Automdtica e Informdtica industrial 13 (2016) 247-257 255

ser alcanzada por el manipulador en configuraciones que
impliquen un posicionamiento de los eslabones de
reconfiguracion inferior a -60°. En esta figura se observa ademas
como la manipulabilidad de rotacion y traslacion tienen un
comportamiento muy similar, ambas empiezan a mejorar a partir
de la configuracion del robot que implica un posicionamiento
angular mas bajo, hasta alcanzar un punto donde ya no mejora y
empieza a decaer. Tanto el estudio de la manipulabilidad de
rotacion como de traslacion seflalan que la configuracion del
robot que ofrece el mejor desempefio cinetostatico es cuando los
eslabones de reconfiguracion estan  posicionados a
aproximadamente -11° (Figura 8).
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Figura 7: Relacion entre la posicion angular del eslabon de reconfiguracion y
la manipulabilidad. (a) Manipulabilidad de rotacion. (b) Manipulabilidad de
traslacion.
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Figura 8: Una configuracion 6ptima del robot.

El comportamiento de estos indices para la pose mostrada
anteriormente es similar en todo el espacio de trabajo del robot.
Es decir, dado un intervalo de posibles configuraciones, la

manipulabilidad de rotacion y traslacion tienden a mejorar hasta
alcanzar un punto donde ya no lo hacen, lo cual significa que la
funcion que relaciona la posicion angular del eslabon de
reconfiguracion y la manipulabilidad de rotacién y traslacion
tienen un maximo global que puede ser facilmente identificado.
Es importante acotar que dicho punto no siempre coincide para
ambos indicadores, pero siempre son relativamente cercanos. Esto
se puede evidenciar a continuacion.

Considérese una trayectoria en forma de espiral descendente
definida de la siguiente manera:

09811 —-0.0558 0.1855 25cos(27s)

T (s)<| 00858 09837 01581 -250-100s
-0.1736  0.1710  0.9698  25sin(27s)
0 0 0 1

donde s =0,0.01,0.02,...,1.

La Figura 9 muestra, para la trayectoria en estudio, una
comparacion entre el comportamiento de la manipulabilidad de
rotacion (Figura 9a) y de traslacion (Figura 9b) del robot sin
reconfigurar (modelo base) y bajo la estrategia de reconfiguracion
propuesta. Durante los primeros 30 puntos de la trayectoria la
mejora de la manipulabilidad de rotacion y traslacion no parece
ser tan evidente, sin embargo, a partir de aproximadamente el
punto 40 de la trayectoria, la mejora es muy clara, lo que significa
que bajo esta estrategia de reconfiguracion se esta optimizando el
desempefio cinetostatico del manipulador.
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Figura 9: Comparativa de la manipulabilidad del modelo base y la
manipulabilidad obtenida bajo la estrategia de reconfiguracion. (a)
Manipulabilidad de rotacion. (b) Manipulabilidad de traslacion.
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En la Figura 10 se muestra el comportamiento del
posicionamiento angular del eslabon de reconfiguracion durante
el proceso de reconfiguracion para la trayectoria en estudio. Tal y
como se habia mencionado anteriormente, la configuracion del
robot no siempre es la misma si se considera la manipulabilidad
de rotacion o de traslacion, sin embargo, las diferencias parecen
no ser tan grandes (alrededor de dos grados como maxima
desviacion para este caso). El comportamiento del eslabon de
reconfiguracion es similar con cualquiera de los dos tipos de
manipulabilidad, pero sobre todo vale la pena resaltar la
continuidad de los resultados para ambos casos, lo que resulta
muy conveniente durante el proceso de operacion del robot, pues
se evitan cambios bruscos en la configuracion del mismo.
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Figura 10: Posicionamiento del eslabon de reconfiguracion considerando la
manipulabilidad de rotacion y traslacion.

La seleccion entre la manipulabilidad de rotacion y de
traslacion para determinar la configuracion geométrica del robot
dependera de la aplicacion que se esté desarrollando, es decir
dependera de si la tarea que se estd realizando dada una
determinada pose es principalmente de traslacion o de rotacion.

5. Conclusiones

Se presentd el analisis cinematico de un robot reconfigurable
inspirado en un robot paralelo que esta integrado por dos sub-
manipuladores que comparten plataforma movil. Después de
estudiar la geometria y el modelo cinematico del robot, dos
caracteristicas resaltan en éste: (i) la relativa independencia entre
los sub-manipuladores M; y M>, y (ii) la forma prismatica de la
plataforma movil. La independencia entre los sub-manipuladores
permite que se pueda agregar un eslabon a las cadenas
cinematicas de uno de ellos sin afectar el otro, de hecho si se
analiza detenidamente, cualquier posicionamiento angular del
eslabon de reconfiguracion perteneciente al sub-manipulador M,
no implica ninguna modificaciéon en la configuracion del sub-
manipulador M:. Esta caracteristica no solo favorece la aplicacion
de la estrategia de reconfiguracion, sino que también ayuda a
evitar colisiones entre las cadenas cinematicas del manipulador
debido al arreglo de las articulaciones esféricas de la plataforma
movil en dos planos paralelos.

Las caracteristicas anteriores pertenecen a una estrategia de
disefio que provee al manipulador reconfigurable una serie de
ventajas cinematicas. Desde el punto de vista tedrico, una
solucion en forma semi-cerrada es obtenida facilmente
aprovechando la geometria de la plataforma del robot, lo cual

para un manipulador paralelo de multiples cadenas cinematicas no
es una tarea facil. En el caso de aplicaciones practicas, el robot
propuesto es capaz de realizar las mismas tareas que un
manipulador hexapodo convencional, sin embargo, sus
aplicaciones aumentan debido a la presencia de pocas
configuraciones singulares, especialmente singularidades de
cinematica directa. Ademas debido a la estrategia de
reconfiguracion implementada, se garantiza que el desempeifio del
robot se puede optimizar dentro de ciertos parametros
geométricos preestablecidos.

En este trabajo se utiliz6 el indice de manipulabilidad para
determinar la configuracion del robot que optimiza su desempefio
cinetostatico, sin embargo, cualquier otro indice puede ser
aplicado para este fin. Sea cual sea el indice a implementar, su
estimacion dependera en su totalidad o al menos en parte (en el
caso de indices de desempeiio dinamicos) del modelo cinematico
presentado en este trabajo.

El robot presentado en esta contribucién constituye una
propuesta interesante de manipulador con fines industriales. Este
mecanismo conserva las ventajas tradicionales de los
manipuladores paralelos sobre los seriales, sin embargo ofrece
otras ventajas asociadas a la simplicidad de un modelo
cinematico, a la reduccion de configuraciones singulares y a la
versatilidad durante la operacion debido a que es reconfigurable.

6. Trabajo Futuro

El estudio de la arquitectura propuesta debe ser
complementado con un analisis dinamico y un analisis de espacio
de trabajo.

En la actualidad se dispone de muchos métodos para el analisis
dindmico de un manipulador paralelo (Newton-Euler, Lagrange,
principio de trabajo virtual, etc.), por lo que esta tarea no parece
suponer mayor inconveniente, caso contrario al analisis del
espacio de trabajo, el cual por el simple hecho de ser para un
robot cuya plataforma movil se traslada y rota en tres ejes,
involucra un elevado costo computacional para la determinacion
del espacio de trabajo diestro del robot, problema que se vuelve
mas complejo cuando se considera que el robot es reconfigurable,
pues el volumen y la forma del espacio de trabajo del robot es
variable.

Otro aspecto que debe ser tratado a futuro, y que de hecho esta
muy relacionado con el espacio de trabajo, es la sintesis
dimensional del robot. Un estudio de este tipo permitiria
determinar las dimensiones Optimas de cada sub-manipulador y
del eslabon de reconfiguracion no sélo pensando en maximizar el
espacio de trabajo del robot, sino que también de cara a mejorar
su desempefio cinetostatico desde la etapa de disefio.

English Summary

Kinematic Analysis of a Novel Reconfigurable Parallel
Robot.

Abstract

This work presents the kinematic analysis of a reconfigurable
manipulator composed of two parallel sub-manipulators that share
a common moving platform. A semi-closed form solution is
easily obtained to solve the forward displacement analysis of the
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robot taking advantage of the non-planar geometry of the moving
platform, while the velocity, acceleration and singularity analyses
are developed by resorting to screw theory. Finally a very
practical approach based on the manipulability index of the
jacobian matrix of the robot is proposed in order to determine the
geometric configuration that optimizes the performance of the
manipulator given a pose of the moving platform.

Keywords:
Parallel robot, Reconfiguration, Kinematics,
Jacobian matrix, Manipulability index.

Screw theory,
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