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Resumen

En este trabajo se presenta el disefio de controladores para realimentacion de salida mediante el uso de LMI tratando de satisfacer
criterios de desempeilo H,, Hs, y ubicacién de polos. Basdndose en el disefio anterior se muestra como obtener los pardmetros de
un controlador industrial PID. Los controladores aqui propuestos se aplican a un sistema hidraulico de laboratorio, donde se quiere
controlar la altura del liquido en uno de los tanques, manipulando el caudal de entrada en el otro tanque. Mediante simulaciones
numéricas se muestra el desempefio de la variable controlada y manipulada cuando se implementa un controlador éptimo lineal
y un PID industrial sintonizado en base al anterior. Asimismo, se incluyen ensayos experimentales con el sistema de tanques que
compara el desempefio obtenido por el sistema de control cuando se implementa el controlador PID propuesto con el que se obtiene
con otros PIDs ajustados mediante técnicas de sintonizacién tradicionales.
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1. Introduccién

A partir de la década del 90, las ventajas del uso de varia-
bles de estado para la descripcion de sistemas LTI, se hicie-
ron mucho mds notorias cuando se advirtié que un conjunto de
especificaciones encontraban un marco comtin de formulacién
Ilamado Desigualdades Matriciales Lineales (LMI).

La principal ventaja de las LMI radica en que éstas definen
regiones convexas, es decir, el conjunto de especificaciones de
disefio del problema original es transformado en una intersec-
cion de regiones convexas. De este modo, planteadas las espe-
cificaciones de disefio como restricciones con formato LMI, la
solucién de encontrar un controlador que las satisfaga se resu-
me a resolver un problema de optimizacién convexo, para lo
cual hay algoritmos de busqueda especializados, como son los
métodos de punto interior.

Otra ventaja, es que al resolver el problema de optimizacién
convexo, se tiene la certeza de que si existe una solucién, ésta
es unica. Si no existe solucion el problema es infactible, y en
este caso deberdn relajarse las restricciones (objetivos o especi-
ficaciones del problema original) hasta lograr factibilidad.

*Autor en correspondencia.
Correos electronicos: ccappelletti@unt.edu.ar (Carlos A.
Cappelletti), eadam@fiq.unl.edu.ar (Eduardo J. Adam)
URL: www.fiq.unl.edu.ar/control (Eduardo J. Adam)

Sin embargo, estas herramientas tedricas a pesar de ser muy
poderosas, son muy pocas utilizadas en las aplicaciones indus-
triales. La razén de esto se debe a que en la mayoria de los ca-
sos, los controladores calculados son de orden elevado, dificiles
de implementar y con un costo computacional que puede resul-
tar importante para su implementacion en linea.

En contraste con €ésto, el controlador PID resulta sumamen-
te sencillo de manipular o de sintonizar por los técnicos de con-
trol con escasa experiencia en el tema, prolongando su vigencia
en la industria a pesar de otras estrategias de control mas sofis-
ticadas.

Por lo anteriormente expuesto, la comunidad cientifica ha
comenzado a utilizar herramientas tedricas y computacionales
poderosas para sintonizar controladores PIDs. Por ejemplo, in-
corporando problemas de optimizacién que en algunos casos re-
sultan ser no-lineal, no-convexo y con restricciones y haciendo
uso de algoritmos evolutivos para solucionar estos complejos
problemas (Reynoso-Mesa et al., 2013) o bien, utilizando al-
goritmos de muestreo y control basado en eventos (Ruiz et al.,
2013), entre tantas otras propuestas.

Por lo anteriormente expuesto, uno de los objetivos de este
trabajo busca sintonizar controladores PID industriales median-
te herramientas tedricas mas sofisticadas, como son las LMI,
que permitan lograr un desempefio satisfactorio del sistema de
control sin llegar a ser 6ptimo, pero muy superior a la que se
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obtiene mediante una sintonizacién con métodos clasicos como
los de Ziegler and Nichols (1942), Cohen and Coon (1953) y
Dahlin (1968), o mediante la parametrizaciéon IMC Morari and
Zafiriou (1989), que no contemplan restricciones en las varia-
bles y hubicacién de polos al momento del disefio.

Este trabajo se organiza como se detalla a continuacién. En
la Seccidn 2 se discuten conceptos basicos conocidos para el di-
sefio de controladores que satisfagan restricciones escritas con
el formato de las LMI. Luego, en la Seccién 3 se extienden los
conceptos de la seccién anterior a un sistema de control libre de
offset. En la Seccidn 4, se describe el modelo del sistema expe-
rimental de laboratorio a controlar mediante una representacion
linealizada en espacio de estados, mientras que en la Seccién 5
se disefia un controlador para realimentacion de salida basando-
se en las LMI y un controlador PID asociado al disefio anterior.
Asimismo, se presentan simulaciones numéricas y ensayos ex-
perimentales comparativos. Finalmente, en la Seccién 6 se pre-
sentan las conclusiones.

2. Disefio por realimentacion de salida

En variable de estado es comun estimar los estados no medi-
bles, y disefiar una ley de control por realimentacién de estados
utilizando los estados estimados (LQG).

Sin embargo, en este capitulo se disefiardn controladores
que satisfacen criterios de desempefio H,, H, y ubicacién de
polos que usan solamente las salidas medibles o estados dis-
ponibles del sistema, sin necesidad de estimar los estados no
medibles. Es importante aclarar que el disefio se hara sélo para
sistemas sin incertidumbre, designados también como sistemas
ciertos.

2.1. Planteo del problema
Considérese el siguiente sistema LTI

X(t) = Ax(t) + B1d(t) + Bou(p),
¥(1) = Cyx(t) + Dyn(2),

Zeo(t) = C1x(1) + D1pu(t),

22(8) = Cox(1) + Dau(r),

M

Aqui, y(¢) es la salida medible, d(¢) una perturbacién desco-
nocida y n(¢) representa el ruido de medicion. z.(?) y z2(¢) son
salidas auxiliares utilizadas para definir los requisitos Ho, y H>
respectivamente, del sistema realimentado.

Si se considera un controlador escrito bajo una representa-
cién de estados, entonces la dindmica de su salida (aqui consi-
derada igual a la manipulada, si el elemento de control final no
tiene dinamica)

o(t) = Ac o) + B. y(©) @)
u(t) = C. o(t) + D, y(¢).

donde o representa los estados del controlador.

La Fig. 1 muestra el diagrama de bloques del sistema de
control basado en las Ecs. (1) y (2), mientras que la Fig. 2 mues-
tra un diagrama de bloques resumido.

O—2®

Figura 1: Diagrama de bloques del sistema de control basado en las Ecs. (1) y
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Figura 2: Diagrama de bloques resumido basado en la Fig. 2.

Reemplazando la salida medible expresada en (1) en la Ec.(2),
se tiene que

(1) = Ac (1) + B, (Cyx(t) + Dyn(t)),

u(t) = C, o(t) + D, (Cyx(t) + Dyn(2)). 3

Reemplazando la accién de control de las Ecs.(3) en el sis-
tema (1), combinando a este sistema con la ecuacién de estado
del sistema de control y definiendo

d(t) )

n(t) )

w(t) £ (
al vector de perturbaciones, se obtiene las ecuaciones de estados
y salidas del sistema realimentado como se muestra a continua-
cion.

( (0 ):( A+ByD.Cy  B,C. )( x(1) )+( B B.D.D,
y

o) B.C, A, ) 0 B.D )WO)

(O \_( C+DaDC, Dl \( 30\, (0 DuDD, |
2@ )"\ Co+DpD.Cy, DnC. (1) 0 DyD.Dy :

(5)

Es decir, el sistema realimentado, que es una combinacién
de los sistemas (1) y (2), tiene la forma

Xq(t) = Ay x4(2) + Big w(b),

24(t) = Cq x4(t) + Dy w(t). ©

donde con el subindice a se expresa los vectores y las matrices
ampliadas definidas en la Ec. (5).
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2.2.  Restricciones para la Estabilidad Asintética de A, Via
LMI

Haciendo uso de las Ecs.(6) y utilizando el teorema de Lya-
punov, de acuerdo con los téxtos cldsicos (Ogata, 1997, entre
otros), se puede garantizar que el sistema (1) es estabilizado por
el controlador dindmico (2) si se satisfacen simultdneamente las
siguientes desigualdades matriciales:

AP+ PA, <0,
P> 0. )

donde P es la matriz de Lyapunov.

Téngase en cuenta que a diferencia con realimentacién de
estado, en donde sdlo se tiene dos matrices incognitas K y P,
cuando se usa realimentacion de salida se tiene cinco matrices
incdgnitas, las cuatro del controlador dindmico y P.

El problema que se presenta, es que estas cinco matrices
que son las incégnitas a determinar, no aparecen en forma afin
cuando se reemplaza A, en la Ec.(7), por lo tanto, para poder
determinar las cuatro matrices del controlador (A., B, C. y D.)
via LMI, es necesario realizar un tratamiento algebraico adicio-
nal que se puede consultar en Colmenares and Tadeo (2005);
Scherer et al. (1997), entre otros, donde se define

(X U
P:(UY) ®

-1 A Y %
P ,(V, X) ©)

siendo X e Y definidas positivas y las matrices U y V regulares;
concluyendo con el teorema que se enuncia a continuacion.

Teorema 1. El sistema descripto por las Ecs.(1), puede ser es-
tabilizado por un controlador dindmico descripto por las Ecs.(2),
si y solo si, existen un par de matrices simétricas y positivas
definidas (X, Y), y un par de matrices regulares (U, V) que son
soluciones de las siguientes desigualdades matriciales:

(Xg+ﬁq+xg+c$' 0 X X )<0
e Y4+ B,C+Y, +CB, ’ (10)
( X )>0

I Y ’

donde C =C.V,B=U'B., A=UAV, X
AJ1,1) = A+ ByD.Cy, Z = Ay(1,1) + XA, (1, DY + XB,C +
BC,Y, X4 = XA, (1,1), Ya = A(1,1D)Y y® = Z + A.

Demostracion Los principales pasos para la demostracién de
la Ec. (10) se pueden consultar en trabajo de Colmenares and
Tadeo (2005). O

Obsérvese que las desigualdades (10) son afines respecto
a las variables matriciales X, Y, X4, Yy, C, B y 0, es decir,
dichas desigualdades son LMIs, y como tal, definen una region
convexa si es que existe.

Sila solucion es factible, una vez obtenidas estas siete varia-
bles, se pueden calcular las matrices del controlador mediante
el siguiente procedimiento:

Paso 1. Elegir cualquier matriz V regular, de dimensiones ade-
cuadas'.

Paso 2. Obtener U = (I - YX)V~!.

Paso 3. Obtener A,(1,1) = X, X !.

Paso 4. Obtener Z = A,(1,1) + XA,(1,1)Y + XB,C + BC,Y.

Paso 5. Obtener A = ® — Z, y luego A, = (U’)"'A(V")".

Paso 6. Obtener B, = (U')"'B,y C, = C(V/)~\.

Paso 7. Obtener® D, = Bj(A4(1,1) — A)C;.

Para este procedimiento se usé funcién hinfmix de Matlab
Gahinet et al. (1995).

2.3, Restricciones para Control Optimo Via LMI. Minimiza-
cion de la Norma H,.

Establecida la condicién de estabilidad que debe ser satisfe-
cha, se pretende ademads que el controlador minimice la energia
de los estados del sistema x(¢), y la energia de la sefial de con-
trol u(t), de manera de garantizar un buen rechazo al ruido del
proceso y ruido de medicion. En otras palabras, se pretende mi-
nimizar

) =)

2 T 21140112
llz2ll3 =fzzmdt= f”Tzw“ lIwll*dew
—00

0
donde la funcién de transferencia de w a z, de la Ec. (5) esta da-
da por

an

Tou(s) = Caq (sI = Ay)™ Biag (12)
siendo 2, (jw) = T, (jw)w(jw) y de acuerdo con la Ec. (5),
Ca =( C2+DnD.C, DnC. ). (13)

Donde ademads, el funcional de la Ec. (11) es coincidente
con el funcional

lzall3 = J(x,u) = f ("Rox + u" R,u)dt (14)
0

para cuando w es una sefial de entrada de espectro planoy C; y
D,; son ortogonales entre si.

Remarca 1. Si C, LDy, luego el funcional para control H, es
coincidente con el funcional definido en control dptimo J =
f(xT Ox + u"Ru)dt3

[ee)
Demostracion Siendo ||zl = [ z2z,d! donde zp = Cox + Dopu
0
luego,
z2Tz2 = xTC2TC2x + MTDZTzDzzl/l + xTCzTngu + uTDZTzCZx

Si C,LDy, y definiendo R, = CJC, y D}, D, se prueba la
Ec. (14)*. O

Mediante desigualdades Lineales Matriciales, el problema
minimizacién puede plantearse de dos formas:

'El controlador no estd parametrizado por V por tanto, la eleccién de V no
influye en el computo de la funcién de transferencia del controlador (Colmena-
res and Tadeo (2005).

2E] asterisco significa seudo inversa.

3Donde L indica que las matrices C, y D2> son otorgonales.

#Para mis detalles ver Cappelletti and Adam (2012).
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= Utilizando el gramiano de controlabilidad (L¢,) del sis-
tema realimentado, y definiendo las matrices P > L¢, y
N = N’ > 0, la cota para la funcién de transferencia y la
restriccion que deben ser satisfechas son

Cota: |Toull; < traza(C2PC;,) < traza(N) = 1%,
Restriccion: A,P + PA), + B|,B], < 0.
(15)

= Utilizando el gramiano de observabilidad (Lo,) del sis-
tema realimentado, y definiendo la matrices P > Lo, y
N = N’ > 0, la cota para la funcién de transferencia y la
restriccion que deben ser satisfechas son

Cota: T} < traza(B,,PBy,) < traza(N) = 112,
Restriccion: A, P+ PA} + C},Cy, < 0.
(16)

Mediante la desigualdad de Schur, las LMIs para (15) pueden
escribirse como

N  CyP AP+ PA, By,
[, G o (M8 B )0 o
la primera LMI se corresponde con la cota pretendida, mientras
que la segunda garantiza la estabilidad del sistema realimenta-
do.

Haciendo lo propio con (16), se obtiene

P  PBy, A,P+PA, C),
( B.P N ) 0, ( Ca iy <0. (18)
Utilizando las desigualdades (16), y realizando un trata-
miento algebraico similar al de la subseccion anterior, se arriba
a,

[ X, +BC,+X,+CB © ) ) C; + C(D.DS,
* Y4y+B,C+Y,+CB, Y, +CDj,
* * -1
19
donde con * se indica la parte simétrica de la matriz.
Obsérvese que la restriccion de estabilidad establecidas por
las LMIs (10), estd incorporada mediante el complemento de

Schur, en las dos primeras filas y columnas de las LMIs (19).

2.4. Restricciones para el Control Hy, Via LML

Cuando la perturbacion no es de espectro plano como si lo
son las sefales impulsivas o el ruido gaussiano, la manera de
limitar su efecto, es acotar la norma H,, de la funcion (o matriz)
de transferencia que relaciona la perturbacién con la salida.

El siguiente teorema (Zhou and Khargonekar, 1988) trans-
forma las especificaciones mencionadas en un problema de fac-
tibilidad, mediante el uso de LMI.

Teorema 2. Sea
Tzw(s) = Cla (SI - Aa)_l Bla + Dlas (20)

A, es estable y ||[Tyllo < 7y, siy solo si existe P > 0, tal que
verifique

AP +PA, PB, C,|,
B,P -y D, |<o0. 1)
Cla Dla _71

Demostracion Ver Zhou and Khargonekar (1988). [

Luego, si se verifica la restriccion anterior para el célcu-
lo del controlador, se asegura que el sistema realimentado “y-
atenda” la energia de la perturbacién en su salida, esto es, ||z||§ <
v w3

Operando algebraicamente como se hizo anteriormente se
obtiene la siguiente LMI,

Xp+BCy+X) +CjB©
* YA+ ByC+Y) +CB)

XBia(1,1) +U'BeDy  C|+CyDLDY,
, ' D
ByDcDy + By ylc]u'(lv)) + VLD,
-yl DyDLD,
B

<0.
(22)

2.5. Restricciones para la Ubicacion de Polos o Autovalores
de A, Via LMI.

La ubicacion de los polos del sistema realimentado también
puede ser formulada mediante LMIs, segtin se expresa en el
teorema (Chilali. and Gahinet, 1996b) que se presenta a conti-
nuacion.

Teorema 3. Una matriz A, es D-estable, es decir tiene todos
sus autovalores en el interior de una region D, definida como

D2{(seC:L+sM+s"M <0}, (23)

si y solo si, existe una matriz P simétrica y positiva definida, tal
que la matriz

Mp(Ay,,P)=L®P+MQ®(PA) + M ®(PA,) <0 (24)
donde Q indica el producto de Kronecker.

Asi por ejemplo, la condicién de que los autovalores de A,
tengan su parte real menor que a, puede expresarse como su
pertenencia al conjunto D del siguiente modo

D ={da, €C: Ay, + A, <2al, (25)

siendo L = 2a y M = 1, tal condicién se satisface, si y solo si,
existe P > 0, tal que satisfaga la siguiente LMI,

Mp(A,, P) = (PA,) + (PA,) +2aP < 0. (26)

Obsérvese que la dltima ecuacién se puede componer a partir
de la Ec. 10.

Esta restriccion se utilizard para gobernar la velocidad de
respuesta del sistema realimentado.
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Hasta aqui se han planteado las restricciones, via LMI, que
deben satisfacerse para lograr un regulador dindmico por reali-
mentacion de salida, que cumpla con los requisitos de estabili-
dad, desempefio H,, Hs, y ubicacién de polos.

En la siguiente seccion se extienden estos conceptos al pro-
blema de seguimiento, en donde el problema de control se tran-
forma en uno de regulacién, al modificar la planta con el agre-
gado de un integrador.

3. Diseiio Libre de Offset via LMI

Resulta de suma importancia en el control de procesos (Oga-
ta, 1997; Adam, 2014, entre otros) la perfomance en estado es-
tacionario, es decir su capacidad de absorber perturbaciones sin
alejarse del punto de operacién deseado o bien, lograr alcan-
zar sin error el estado estacionario de nuevos puntos de ope-
racién (Muske and Badgwell, 2002; Méder and Morari, 2007;
Gonzélez et al., 2008). También en la literatura de sistemas
de control (Ogata, 1997, entre otros) aparecen alternativas que
combinan el diseflo optimo por realimentacién de estados y la
eliminacion de offset.

La Fig.(3) muestra la realimentacién de estados propuesta
para un sistema lineal tipo cero con la ley de control 6ptimo, de
acuerdo con Ogata (1997). Note que se ha incluido un integra-
dor con el objeto de eliminar offset.

R k Y
L (A, B, C)

\/

Figura 3: Realimentacién de estados que incluye un modo integral.

De manera similar en el disefio por realimentacion de sa-
lida, al incluir el integrador en la trayectoria directa del lazo
de control, se disefia via LMI, un controlador para gobernar al
sistema G(s) = @ (Fig. 4).

d(s)

e(s) Uis) z(s)
el @—={ Cis) +P@—> Gus)

y(s)
L@

Figura 4: Realimentacién de salida que incluye un modo integral.

Una vez calculado dicho controlador, éste minimizara la
norma H; sujeto a restricciones en H, y regiones escritas via
LMI. El mismo dispondrd de un modo integral para eliminar
offset.

Para este objetivo, el primer paso consiste en representar a
G(s) en variable de estado, que segun la Fig.(4), el sistema con

integrador queda representado como:

X(¢) = Ax(t) + B1d(t) + Bou(?),

(o) = o), @7

y en forma matricial se tiene

X(t) _ A B2 x([) BI 0 R
(“(’))_(0 0 )(u(t))+( 0 )d(’)+(1)u(t).
(28)

De esta manera, el sistema con integrador (tipo uno) resulta

Xi(t) = A; xi(t) + By; d(t) + Bo; (t). (29

xi(t):( igg ), Ai:( g gz ),

siendo

(30)
[ B [0
Bli—(o ), BZi—(l)~
Con respecto al controlador, ahora se tiene
o(t) =A. o(t) + B e(t) 31)

a(t) = Cc o(0) + D, e(0),
siendo
e =r()—y@®, e  y©) = Cyxi(t) + Dyn(). (32)

Combinando las Ecs. (29), (31), y (32), el sistema realimen-
tado resulta

X \ _( Ai— ByuD.Cy; ByC. x;(1) +
a0 | =\ -B.Cy A, o (1)

L[ B -BaDD, Bap N[ 40 O
0 -BD, B "
’ r(t)

Las salidas auxiliares para los requerimientos de desem-
pefio resultan

Zeo(t) = Cy; xi(t) + Dy, (1),

o 34
22(8) = Co; xi(1) + Do (1), 4
y por tanto se obtiene
2o(t) | _ [ Cii=DnDcCyi DinCe xi(1) +
22(1) Coi + DpD.Cy; DxnC. o)
(0 DD, o[G0 O
0 —DypiD.Dy, DD, o) ’

definiendo al vector de perturbaciones, que ahora tiene incorpo-
rado el set-point, como w = [d n r]7 y las variables x,; = [x; o]7
Y Zai = [Ze0 22], €l sistema realimentado con el integrador incor-
porado al que se le aplican las restricciones LMI, resulta

Xai(t) = Agi X4i(t) + Brgi w(b),

2ai(t) = Cai Xai() + Dgg W(t). (36)
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4. Caso de Estudio. Sistema Hidraulico de Tanques en Cas-
cada

En esta seccion se presenta el disefio de un control de nivel
de un sistema hidraulico, por realimentacion de salida. Para este
sistema, se pretende que no tenga offset ante cambios en con-
signa del tipo escalén. Adicionalmente, se desea que el sistema
se vea poco afectado por perturbaciones externas que ingresan
en los caudales de entrada junto a la accién de control, ya que
puede existir cambios de presion en la red de suministro de agua
debido, por ejemplo, a variaciones en la demanda.

Como se dijo en la introduccidn, todas estas especificacio-
nes de disefio encuentran en las LMI un marco comun de for-
mulacion. A tal efecto, la ley de control surge de considerar
tres LMIs las que tienen en cuenta una condicién de estabilidad
asintdtica, una minimizacién de normas y la ubicacién de polos
en regiones preestablecidas.

Considérese el sistema hidrdulico experimental de labora-
torio de dos tanques con interaccién representado en la Fig.(5),
donde sus caracteristicas fisicas y operativas se informan en la
Tabla (1).

RS OO
Ve ;

9 9,

= ok
R, R

Figura 5: Sistema de tanques experimental de laboratorio que interaccionan
entre si.

Tabla 1: Dimensiones fisicas del sistema hidrdulico de tanques.

Dimensiones
Didmetros dy =dy =0.04m
Rango de caudales  0-3.31/min

Alturas maximas
Resist. Hidraulicas

himax = homax = 0.60m
R = 90000ms/m?>
R, = 144000ms/m>

Antes de presentar el modelo matematico no lineal y lineal
del sistema de tanques con interaccién de la Fig.(5), resulta im-
portante remarcar la siguiente hipdtesis de modelo relacionada
con la interaccién entre los tanques:

Hipotesis de Modelo. Cuando el caudal del liquido se dirige
del tanque 1 al 2 (esto es i > hy) dicho caudal es funcién de la
diferencia de presion entre ellos y es aceptablemente modelado
mediante la expresion, g;; = C,; Vh; — hy. Si hay una inversion

de flujo (esto es, h; < hy) dicho caudal se modela como, ¢.3 =

Cy1 Vhy — hy.
Las ecuaciones de balance que definen un modelo matemati-
co no lineal en variables de desviacion se resume a,

Ay % = - (Cvl Vhy — hy — qgl) + Get + Gms
7 (37
A2(Z_It2 = (CVI \/l’ll - hz - q?,) - (CVZ \/h—_ q(s)2) + qﬂ’

con condiciones iniciales h;(t = 0) = K0, y hy(t = 0) = hg o
bien, i; = 0y hy = 0, y donde aquella variable indicada como
® representa a la variable escrita como desviacién del estado
estacionario inicial.

Linealizando por serie de Taylor y reordenando las ecua-
ciones se obtiene el modelo matemadtico lineal en el dominio
del tiempo, resultando éste

A = g+ 7hy + Gor + G,
(38)
A= Rllhl - (RL[ + Rlz)hz + Ge2s
donde R; y R; son las resistencias hidraulicas de las valvulas
manuales indicadas en la Fig.(1) y cuyos valores experimenta-
les se resumen en la Tabla (1).
Nétese que las Ecs.(38) se pueden llevar a la forma de re-
presentacion de estados,

X(t) = Ax(t) + B1d(t) + Byu(t),

() = Cx(2), (39

donde se define x £ [xjx], x1() 2 h(), x2() £ h(r) e
y(£) £ x (1), y por tanto se tiene que,

1/R A,

ax  axn 1/RiA;  —(1/A))(1/R; + 1/Ry) |’

by 0 | | 1/A 0

0 by |~ 0 1/A, |7
o || VA
wehn]- )

C=1lc; 2] =10 1].

A:[ ap  dap ]:[ -1/RA,

B] =
(40)

Aqui u(¢) es la variable manipulada (g,,,1) y d(¢) £ [ge1 ge2]”
las perturbaciones de entrada.

Si bien los estados x; y x, son medibles ya que representan
los niveles de liquido en los tanques, para los objetivos preten-
didos en este trabajo, s6lo se realimentara el nivel de salida x;.

5. Sintesis del Controlador Via LMI para el Sistema de
Tanques

Con el integrador incorporado, el sistema representado en
las Ecs.(1) queda expresado como

Xi(t) = A; x;(t) + By; d(t) + By, (1),
y(#) = Cy; xi(t) + D, n(1),

Zeo(t) = Cy; (1) + D1 (1),

22(1) = Cy; xi(2) + Doy 0(2).

(41)
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El modelo del sistema en variables de estados a controlar
utilizando los valores de la Tabla (1), resulta

~0,084 0084 00133
G =| 0084 -0,1437 0 |x(0)+
0 0 0
0,0133 0 (“42)
+| o |do+| o |aw.
0 1

con d(1) = g1 (D).
Mientras que la salida medible, y las salidas auxiliares sobre
las que rigen las especificaciones H, y H, resultan

Yy =(0 1 0 )x)+n),

Z®=(0 1 0 )xn=2z0,

(43)
x;(1) +

w() = ).

o © O

0
0
0
1

[ el
S O = O

El funcional a minimizar en este caso resulta,

% 1 00 I
J:f(h1 hgu)OIO h |+a*|dt (44)
o 0 0 ¢ u

Note que, en la dltima ecuacién la variable g es un peso que
actda sobre u por tanto,

= si ¢ = 0 se minimiza las energias de los estados x del
sistema (sin integrador) y de la accién de control i en el
funcional (11), mientras que,

= si ¢ = 1 minimiza las energias de los estados ampliados
x; del sistema que incluye el integrador que representa
u= f itdt, y de la accién de control .

= Si0 < g < 1 se minimiza las energias de los estados
ampliados x; del sistema desenfatizando u = f idt ya que
al mismo tiempo se pide minimizar la accién de control

A

u.

5.1.  Especificaciones para el Controlador

Como se ha dicho, se desea que el sistema no tenga offset
ante cambios de consigna tipo escalén, para lo cual se ha agre-
gado el integrador.

También, se desea minimizar la norma H> del sistema reali-
mentado, cuya transferencia es T, = —T, (Fig. 4), para obtener
el mejor rechazo ante perturbaciones de espectro plano, como
lo son el ruido del proceso y el ruido de medicion.

Ademads de garantizar la estabilidad del sistema realimenta-
do, la optimizacidn anterior debe satisfacer dos requerimientos
adicionales simultdneos, a saber:

= Fijar un tiempo de establecimiento inferior a 350 segun-
dos, para lo cual se ubican en los polos en una regién tal
que, R(s) < -0,012.

0.3F

0.25 1
E o2t .
c
2 015F 1
< <

01+ — Parametro q=0 4

0.05 - — Parédmetro q=0.5 b
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€ 38t 1
£
= 25t 4
o
©
8 2] 1
=3
=3
s 15 1
=
s ! 1
°
3 05 J
8 o

0
0 50 100 150 200 250 300

Tiempo (s)

Figura 6: Respuesta al escalén y caudal manipulado.

= Rechazar perturbaciones en uno de los caudales de sumi-
nistro, para ello se acota la norma H,, de la funcién de
transferencia 7,4(s). Imponiendo la restriccion |74l <
0,2 lo que representa -14dB, con lo que se asegura que la
energia de la perturbacion presente en la salida, serd me-
nor al 4 % de su valor original.

5.2.  Simulaciones Numéricas

Para satisfacer las especificaciones requeridas, segun lo vis-
to en la Seccién 2, deben satisfacerse las LMIs (19), (22), (21)
y (26) para el sistema con integrador. El software utilizado para
obtener las cuatro matrices, A., B., C. y D, del controlador, es
el LMI toolbox de Matlab® Gahinet et al. (1995).

Con las restricciones previamente enunciadas se estudia el
comportamiento dindmico del sistema realimentado sintetizan-
do dos controladores adoptando ¢ = 0 y 0.5 en la Ec. (43). En
la Fig.(6) se observan las respuestas de los sistemas realimenta-
dos ante una entrada escal6n (con un salto de 0,3 metros) y los
caudales manipulados, para los controladores propuestos.

La diferencia entre ambos sistemas de control propuestos
radica en cdmo fue seleccionada la salida z,(#) cuya energia se
desea minimizar.

Se puede observar que si g = 0,5 se obtiene una respuesta
al escalén mds lenta en comparacién con ¢ = 0. Note que, en
el primer caso, se eligié zo = [x; x» 5 #2]" mientras que, en el
segundo caso se eligio z, £ [x; x, 041]’. El hecho que z; incluya
a u 'y it se penaliza mucho la accién de control lo que se puede
visualizar en la Fig. 6.

En la Fig.(7), se representan las respuesta en frecuencia de
la transferencias 7T,4(s) de la Fig. 4 utilizando ambos controla-
dores. De la comparacion se observa, que el controlador mas
agresivo (g = 0) produce un mejor rechazo a las perturbaciones
en el caudal de suministro ya que ||T.4l1%° < IT.4ll5 si bien
ambos controladores cumplen con el requisito pedido.

En la Fig.(8), se representan la respuestas en frecuencia de
la transferencias T,(s) de la Fig. 4 utilizando ambos controla-
dores. De la comparacion se observa, que el controlador mas
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Figura 7: Respuesta en frecuencia de la transferencia 7,(s).

agresivo tiene mayor ancho de banda, lo que produce mayor
velocidad de respuesta, a costa de un mayor ruido de medicion.
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Figura 8: Respuesta en frecuencia de la transferencia 77,(s).

En base a lo expuesto, se optd por el controlador con g = 0,
cuya funcidén de transferencia resulté ser:

1,582 s> + 8,956 10° s* + 3,955 10° s + 8,103 10*

s*+5,659 10° 53 + 1,99 10° 52 + 3,801 10° s
(45)

Crmi(s) =

5.2.1. Sintesis de un Controlador PID

Como se coment6 al principio el controlador (45) es no re-
sulta sencillo de implementar, principalmente por la magnitud
de sus coeficientes. Por lo tanto, se propuso sintetizar un con-
trolador PID cuya respuesta en frecuencia aproxime a la del
controlador (45) y para ello se utiliz6 la funcion magshape de
Matlab®.

La comparacién de la respuesta en frecuencia de ambos
controladores se muestra en la Fig.(9), y la funcién de trans-
ferencia del controlador PID + Filtro resulté ser

1,629 5% + 1,106 s + 0,01152
s34+ 0,6786 52 + 0,08079 s

(46)

Cpip+r(s) =

Controladores LMl y PID+F

80

— Controlador LMI

60
— Controlador PID+F

40t

Magnitude (dB)

Phase (deg)

_120 i i i i
10 10 107 107 10 10
Frequency (rad/s)

Figura 9: Bode de ambos controladores.

La Fig.(10), permite comparar el desempefio de la salida
controlada del sistema ante una entrada escalén en la consigna,
cuando se implementan los controladores (45) y (46). También,
en dicha figura, puede observarse los caudales manipulados que
se aplican al sistema en ambos casos.

Enla Fig.(11), se muestra como responde la salida /,(¢) del
sistema realimentado, cuando se aplican dos cambios en la con-
signa.

En la Fig.(12), se muestra como responde dicha salida, ante
una perturbacién en el caudal de suministro d(f) de acuerdo con
laFig. 4, que ingresa junto al caudal manipulado en los instantes
t =500y t = 600.

En la Fig.(13), se muestra cémo los efectos del ruido de
medicion n(t) son filtrados sobre la salida del sistema realimen-
tado.

Finalmente, la Fig.(14), muestra cémo responde la salida
hy(t) del sistema, cuando estdn presente todas las entradas antes
mencionadas r(t), d(¢), y n(f). Mientras que en la Fig.(15) se
muestra cémo evoluciona el caudal manipulado para este caso.

5.3.  Resultados Experimentales

Con el objeto de comparar el desempeiio del sistema de con-
trol con el controlador PID sintonizado por el método aqui pro-
puesto, con el que se obtiene cuando se sintoniza el controlador
PID mediante otros métodos existentes en la literatura clasi-
ca, se propone una serie de ensayos de laboratorio para tal fin.
Dichos experimentos consisten en registrar las respuestas al es-
calén para diferentes cambios en consigna con el sistema expe-
rimental de control de nivel, mencionado en la Seccion 4, uti-
lizando controladores PIDs sintetizados mediante los métodos
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Figura 10: Comparacion de desempeiio de las alturas y caudal manipulado con
controladores LMI vs. PID.
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Figura 14: Respuesta del sistema a cambios simultdneos en () d(t) y u(t).

Figura 11: Respuesta a cambios de consigna escalén del sistema de control con
el PID+F
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Figura 15: Caudal manipulado para los casos estudiados en la Fig. 14.
Figura 12: Respuesta a la perturbacién en el caudal de suministro del sistema
de control con el PID+F.
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de Ziegler and Nichols (1942) basado en la curva de reaccidn
(CR), de Dahlin (1968) conocido como método A, de Skogestad
(2003) conocido como método SIMC, basado en las reglas de
parametrizacion de controladores PIDs por control con modelo
interno (IMC) propuesta por Morari and Zafiriou (1989), y el
método aqui propuesto. Particularmente para los métodos A y
SIMC se siguieron recomendaciones de Astrém and Higglund
(2009). Un resumen de los métodos aqui utilizados para la com-
paracién pueden ser encontrados en los trabajos de Astrém and
Higglund (2009) y Guzman et al. (2014).

Es de destacar que todos los métodos escogidos utilizan la
respuesta al escaldn a lazo abierto para asi disponer de un mo-
delo que permita sintonizar los controladores PIDs. Mediante
este ensayo se identificaron dos funciones de transferencia que
fueron usadas para tal fin,

1,2600 e~133%%
Gi(s)= =226 47
1= "383955+ 1) “47)

1.254 6_1’9949S
G = ’ 48
2(5) (23,8405 + 1)(23,856s + 1) (48)
con un salto escaldon en caudal de 10 1/h.
La Tabla 2 muestra los parametros de los controladores PID

sintonizados por las técnicas anteriormente citadas.

Tabla 2: Parametros de los Controladores PID.

Método K r T[ TD

CR (Ziegler and Nichols, 1942) 27385 26.706 6.6765
A (Dahlin, 1968) 1.7859 45.072 5.6875
SIMC (Skogestad, 2003) 4.7649 15959 23.856
Propuesta PID via LMI 4.8408 14.419 7.9687

La Fig. 16 muestra el desempeiio de los niveles de liquidos
del primer (h;) y del segundo tanque (variable controlada, /,),
la referencia y la presién neumadtica en la cabeza de la védlvu-
la de control para cuando se implementa el método de la CR
propuesto por Ziegler and Nichols (1942). Note que todas las
sefiales estan expresadas en porcentaje. Particularmente, la pre-
sién neumatica de la valvula de control entre 3 y 15psi con un
comportamiento no lineal en diferentes regiones de trabajo y
una leve histéresis. Esto ultimo explica la diferencia de compor-
tamiento del sistema en las distintas regiones de trabajo, como
se observa en la Fig. 16 y siguientes.

Similarmente, las Figs 17, 18, 19 muestran el desempefio
de las mismas variables cuando se implementan los métodos A,
SIMC y el aqui propuesto.

De acuerdo con las Figs. 16 y 17 puede verse que cuando
se utiliza los controladores sintonizados por los métodos de la
CR y 4 se que tiene un alto tiempo de establecimiento pero al
mismo tiempo el esfuerzo de la manipulada es menor, con un
buen filtrado de los ruidos de medicién. Esto se condice con lo
informado en la Tabla 2 que muestra valores pequefios de K,
grandes de T; y pequefios de T en comparacién con el método
SIMC y el aqui propuesto. Por otro lado, de acuerdo con la Fig.
18 el controlador ajustado por método SIMC proporciona un

Método de la CR (Ziegler y Nichols, 1942)
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Figura 16: Desempeifio de las variables /; (linea de trazo) y 4, (linea continua),
la referencia (linea de punto y raya) y presion en cabeza de valvula, expresadas
en porcentaje. Los rangos de valores de las variables se corresponden con los
informados en la Tabla 1.

menor tiempo de establecimiento que en los dos casos anterio-
res pero un alto esfuerzo de la manipulada, con una presién en
cabeza de valvula muy ruidosa, alcanzando importante satura-
cién al inicio de los cambios. Esto también es consistente con lo
informado en la Tabla 2 ya que posee un K, alto, una fuerte ac-
cién integral con 7} bajo y un Tp muy alto en comparacién con
los métodos de la CR y A que explica la presencia de ruidos en la
manipulada. Ademads, hay que recordar que la parametrizacién
IMC busca un buen desempefio de seguimiento y eliminacion
de perturbaciones pero como consecuencia de ello se tiene un
mal filtrado de ruidos, una particularidad que muestran muchos
autores en textos cldsicos de control de procesos. Por dltimo,
la Fig. 19 muestra que el controlador PID ajustado por método
aqui propuesto tiene una respuesta mds rapida en comparacion
con los tres métodos anteriores y tiene un movimiento de ma-
nipulada menos agresivo que con el método SIMC logrando un
mejor desempefio que con este ultimo. Esto se explica ya que
el método de sintonizacién propuesto buscé compensar la nor-
ma H, de la variable controlada con la ubicacién de polos del
sistema realimentado.

La Fig. 20 compara el desempefio de las variables contro-
ladas (h,) y la Tabla 3 compara el desempefio de los sistemas
de control, con los controladores PIDs sintonizados de acuer-
do con los cuatro métodos estudiados, midiendo la integral del
error al cuadrado (ISE), la integral del valor absoluto del error
(IAE) y la integral del tiempo por el valor absoluto del error
(ITAE), evaluadas para el intervalo de tiempo entre 0 y 500 se-
gundos.

De acuerdo con la Fig. 20 puede visualizarse una respuesta
dindmica al cambio escalén en consigna mucho més rapida para
el método aqui propuesto, mientras que se tiene una respuesta
muy conservadora con los métodos de la CR y A. Asimismo,
de acuerdo con la Tabla 3, puede verse que la relacién entre
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Método A (Dahlin, 1968)
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Figura 17: Desempeiio de las variables /1 (linea de trazo) y A, (linea continua),
la referencia (linea de punto y raya) y presion en cabeza de valvula, expresadas
en porcentaje.

Método SIMC (Skogestad, 2003)
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Figura 18: Desempeiio de las variables /| (linea de trazo) y &, (linea continua),

la referencia (linea de punto y raya) y presion en cabeza de valvula, expresadas
en porcentaje.

Tabla 3: Indice de Desempeno de los Sistemas de Control PIDs.

Técnica Bhe T  Mibe
CR (Ziegler and Nichols, 1942) 2.4095 1.9649 2.4477
A (Dahlin, 1968) 4.4695 27550 3.4773
SIMC (Skogestad, 2003) 1.1892 1.2895 1.4899
Propuesta PID via LMI 1.0000 1.0000 1.0000

las ISEs son aproximadamente un 19 % mayor para el caso del
método SIMC, un 241 % y un 447 % para los métodos CR y 4
respectivamente, en comparacion con el método aqui propues-
to. Similares tendencias pueden observarse con los indices de
desempeiio IAE e ITAE.

Todo esto, corrobora el mejor desempefio transitorio del sis-
tema de control de nivel para cuando se sintoniza el controlador

Ajuste PID via LMI
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Figura 19: Desempeiio de las variables 4 (linea de trazo) y h; (linea continua),
la referencia (linea de punto y raya) y presion en cabeza de valvula, expresadas
en porcentaje.

Comparacién de Respuestas Dinamicas
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Figura 20: Comparacién de las respuestas al escalon en consigna de la variable
controlada (h;) obtenidas por los distintos métodos aqui estudiados.

PID de acuerdo con el método aqui propuesto.

6. Conclusiones

En este trabajo se presentd primeramente, la sintonizacion
de controladores para realimentacion de salida basados en una
formulacién que se apoya en la teoria de desigualdades matri-
ciales lineales, permitiendo asi que el sistema de control satis-
faga especificaciones de disefio multiobjetivo. Un resultado in-
teresante de destacar es la propuesta del pardmetro ¢ que puede
ser usado como un pardmetro de ajuste adicional para atenuar
las respuestas dindmicas de las variables de control y manipula-
da, ya que dicho pardmetro impacta directamente sobre el fun-
cional de la norma H,.

Adicionalmente, se muestra como lograr la sintonizacién de
controladores PIDs basados en los resultados anteriores. Es de
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destacar que para esto dltimo, la estrategia aqui propuesta no
se limita a un orden particular del sistema como lo plantean Ge
et al. (2002), ni requiere el uso de una reduccion del orden del
mismo, y no utiliza métodos iterativos como lo plantean otros
autores (Colmenares and Tadeo, 2005).

También, para ensayar la bondad del controlador propuesto,
se considerd un sistema hidraulico experimental de laboratorio,
mostrando mediante simulaciones numéricas y ensayos experi-
mentales el buen desempeiio obtenido por el sistema de control.

Los resultados alcanzados alientan a continuar trabajando
en esta linea de investigacion asi como la implementacién practi-
ca de los mismos.

English Summary

Control System Design by Output Feedback with Cons-
traints Applied to an Hydraulic System

Abstract

This paper presents the controller design for output feed-
back by using LMI to filfull A, and H, performance criteria
and pole placement. Based on the above design, it is shown how
to compute the parameters of a PID industrial controller. The
controllers here proposed are applied to a level control of an hy-
draulic system of laboratory scale, where the level of one tank is
controlled by manipulating the inlet flow to the other tank. Th-
rough numerical simulations, it is shown the performance of the
controlled and manipulated variables for the linear optimal con-
troller and PID controller are implemented. Also, experimental
tests are included with the tank system in order to compare the
performance obtained by the control system when the proposed
PID controller and another PIDs adjusted by traditional tuning
techniques are implemented.

Keywords:
Process control, PID control, LMI, Multiobjective Control.
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