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Resumen

En este articulo se propone un estimador basado en el segundo momento de probabilidad aplicado a un modelo estocéstico de tercer
orden en diferencias finitas. Modelo que comtinmente es usado para describir sistemas con amortiguamiento como es el caso de los
motores sincronos. Los valores que se consideran en el modelo son resultado de la estimacién con respecto a la sefial de referencia. En el
disefio se realiza el cdlculo de los tres pardmetros usando las covariancias P, y Q. Es asf como la variable estocdstica observable estd en
funcién sus ganancias y del proceso de innovacién, lo que permite el desarrollo de un identificador con convergencia en casi todos los
puntos a la seflal de referencia. Para contar con los resultados en linea asi como lograr una implementacion se realiza la estimacién
recursiva. En la seccién de resultados se presenta un experimento tedrico utilizando la herramienta de Matlab® para determinar los
pardmetros y lograr la convergencia del modelo de tercer orden con la sefial de referencia, lo cual se logré en menos de diez iteraciones.
La convergencia se puede observar a través del funcional del error. La aproximacion del identificador con la estimacion recursiva hacia
la referencia fue de milésimas y es descrita como una supermartingala. Copyright © 2014 CEA. Publicado por Elsevier Esparia, S. L.
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1. Introduccion

En la literatura existen diversos trabajos de investigacion sobre
estimacion estocastica (Kailath, ef al., 2000), (Pérez, et al., 2007),
(Robert, et al., 2008). Muy pocos de ellos han experimentado
algoritmos basados en el segundo momento de probabilidad
aplicados a modelos de procesos tipo caja negra de tercer orden.
Pero al observar que varios de esos sistemas tienen
amortiguamiento, se convierten en sistemas de tercer orden, tal
como (Pérez, et al., 2007), en donde se realiza la estimacién para
un motor sincrono, utilizando la interpolacion, lo que no permite
contar con una buena descripcién paramétrica. Por tal motivo, es
relevante la estimacién para un sistema de tercer orden.

Los modelos tipo caja negra son del tipo experimental (Medel
et al., 2009). Su andlisis se logra mediante la evaluacion de las
seflales de entrada y salida del sistema a observar (Medel et al.,
2010). En donde la respuesta de salida se describe como una
variable aleatoria con resultados medidos en instantes de tiempo
T (Isabelle et al., 1996) (Janos, 2003).

La teoria de estimacién estocdstica tiene como propdsito
determinar que la respuesta del modelo sea aproximadamente
igual a la sefal de salida del sistema tipo caja negra de acuerdo a
un tipo de excitaciéon. De esta manera, la variable de salida
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estocdstica se encuentra en funcién de los estados estocdsticos
estimados (Alok, 2007).

Por otra parte, los modelos que se emplean en una
implementacién digital son modelos de tipo recursivos; que son
obtenidos de los modelos estocdsticos de estimacion. Donde la
version recursiva tiene una dependencia del estado anterior y
tienen como una de sus finalidades permitir observar la evolucién
de los parametros y en consecuencia de manera aproximada,
conocer las condiciones de estabilidad que tiene el sistema de
referencia.

La estructura de este trabajo contiene una breve revision de la
teoria del modelo simplificado, del modelo propuesto, los
resultados y las conclusiones.

2. Breve Revision de la Teoria del Modelo Simplificado

El modelo estocdstico simplificado es obtenido del modelo de
variables de estados de tercer orden hasta lograr una expresion
recursiva, como sugiere (Medel et al., 2010) y que es descrito en
diferencias finitas.

Teorema 1. El sistema de tercer orden (%) es descrito en
diferencias finitas
F(O-3f (t=T)43 f (1=2T)~f (1=3T) (1)

73


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.riai.2014.09.003&domain=pdf

Prueba. Considérese que

(f(r+Az)—f<r)) (2)

% es descrito por limites
lim
At—0
Sin perder ninguna de sus propiedades, considerando que el
lado derecho de (2) con t=t+At , la primera derivada tiene la
siguiente forma
dj .
% = lim
! A—0
La variacion de At en funcion T que es el tiempo de
muestreo de acuerdo con (Medel et al, 2010) corresponde a
( % Fon ) Que se describe aproximadamente
df (1) ~ fO)=f(=T) (4)
a — T
Al realizar la derivada de (4), se tiene la segunda derivada de
f@-T).

(f(z)—f(t—At)) (3)

d’fir) _ dfin-dfit=T) ()
a? = T
En (6), la derivada de df (t —=T) de acuerdo con (4) considera
el desplazamiento como At 'y que serd constante e iguala T .
df (t=T)  f@=T)—f(t=2T) (6)
dt - T
De forma tal que en (7) se describe de manera explicita la
segunda derivada (5) considerando a (6) y a (4)

de(t) _ df(tk;df(r—T) f(r—T)—Tf(t—ZT) (7)
. T
En (8) se muestra la simplificacion de (7)
d’fi) _ fO)=-2f(=T)+f(1=2T) (8)
a? T2
Ahora en (9) se da la descripcion de la derivada de (8)
4P f (1) _ dfd(rr) de(f;,_ﬂ*df(;zn 9)
ar* T

La derivada de df (t —2T) se describe en (10) de acuerdo con
(4) considerando que el desplazamiento de At sera constante e
iguala T .

df (t-2T) _ f(t=2T)—f (t=3T) (10)
dt - T
En (11) estd la descripcion en diferencias finitas de (9)
sustituyendo a (4), (6) y (10), la forma desarrollada
&Sf@) _ fO-1-T) (11)
ar T

_p SU=D)=f(1=2T) | f(=2T)~f(=3T)
T T

En (12) se resume de forma simplificada a (11) agrupando los
términos, y se observa que el orden de la ecuacion diferencial se
ve reflejado en el grado del denominador, que en este iiltimo caso
corresponde a T" y el maximo retardo de la funcién serd s -37) .

d>f@) _ f(0)=3f@=T)+3f@=2T)-f(1-3T) (12)
a’ 7’
Y que corresponde al resultado mostrado en (1).m

Al hacer el cambio de variables de (12), se obtiene (13) con

un sistema affn de acuerdo a x . =f(t),x,=f(@-T),

Xp=f@=2T),x,_,=f(@—=3T) y la velocidad de cambio

&f@)
Wi Z(T ‘

Xyl = Xy + Ao X +az3x_o +bwy (13)
Con salida observable (14) de acuerdo con (13)

Vi =cxp +dvy (14)

En donde x;,x;_;,x;_, son las secuencias: de adelanto y
retardos de las variables de estado, w; y v, son ruidos de
entrada y salida Gaussianos con esperanza igual a cero y varianza
acotada. Mientras que aj, a,,a; son los pardmetros a ser
estimados y b,d son ganancias proporciones de los ruidos
Gaussianos, y ¢ una relacion unitaria entre la variable de salida y
el estado (Armando et al., 2001).

En (15) se observa de manera explicita a los pardmetros de
(13), conjugando las propiedades de (14), sustituyendo de manera
implicita a los estados internos x;,x;_;,X;_, por su descripcién
correspondiente a la sefial de salida retardada.

Ve =W Yp-1 T Vg2 T a3Yg3— (15)
—aydvy_y —a,dvy_, —azdvi_3 +cbw +dv;

Que es la expresion de la respuesta del modelo de salida de
tercer orden, a) Yio1s V-2 Yk-3+
D) Vi_1sVi—0:Vi_3s Wi, Vi s d) b,c,d las
ganancias proporcionales que afectan a los ruidos gaussianos.

El ruido equivalente del sistema tiene la forma.

Vi = —aydvi_ — ardvy_, (16)
—azdv,_z +cbwy +dv;

considerando:

c) a;,a,a;3;

De tal manera que dada (16) en (15), se obtiene (17) con los
pardmetros de manera explicita con relacién a la sefial observable

retardada y al ruido generalizado V,
Yk =W Ygo F @ Ypg +a3Y3 =V (17)
En (18) la seiial observable de acuerdo con (17) estd formada
por el vector de [al a, a3] y vector de estados [yk_l Vi—2 yk_3]r .

v =la) a, a3][Yk—1 Vi—2 )’k—3]T +Vi (18)

En (19) se muestra la forma simbdlica de (18).

i =AY, -V, (19)

ConY, € RB*1 4 € R[],y

{V,} € N, 0% <), y, €ER.

De (19), se tiene que las perturbaciones generalizadas V, el
estado observable y, , y el vector de estados observable Y; son
elementos conocidos aplicados en el modelo estocdstico;
quedando por conocer qué valores debe tomar A para que la
respuesta del modelo (19) sea convergente a la respuesta del
sistema de referencia tipo caja negra, a la cual se le llamara de

ahora en adelante y, ; .
En la siguiente seccién se considerard el cémo realizar la
estimacion del vector de pardmetros A € RI™*3! | considerando a

Y4.x asi como la seleccién de una variable instrumental.



3. Modelo Propuesto de Estimacién Estocastica

En el teorema 2, se presenta el estimador de A con respecto a
(19), considerando el segundo momento de probabilidad usando a
la variable instrumental para el vector de ruidos sea minimizado y
lograr describir la dindmica interna de a;, a,, a;.

Teorema 2. Sea (20) el estimador para el modelo descrito en
(19).

A= 0P (20)
A, e RIS ke N, P € RPSK g, € RISIE,

Prueba. En (21) se desarrolla el producto del modelo (19)
con la variable instrumental de la forma Z, = f(Y;), y que
cumpla las condiciones de (Christian et al., 2007) y (Frank et al.,
2008).

W2l = AV Z +V, 2] (1)

De acuerdo con (Paul et al., 1971) al considerar en (21) el
operador de esperanza matemdtica, se obtiene la forma.

E{Ykzkr—l}z AE{YkaT—l }+ E{VkaT-l} (22)

El segundo momento del proceso de innovacion de (22), se

describe a continuacion

P, = Ely 2l |- BV 2] | (23)

Al no garantizar que E{YkaT_l} sea invertible, se considera

aplicable la pseudo-inversa, como se describe en (24), como el
vector de ganancias.

O = (E{YkaT—l })T (29

El estimador de A, de acuerdo con (23) y (24) en (21), tiene

la forma
Ay =0 P, (23)

Que corresponde a (20).m

En el teorema 3 se desarrolla la forma recursiva para la
estimacion de A con respecto a (19) de acuerdo con (295),
considerando que el sistema (19) tiene propiedades estacionarias.

Teorema 3. El estimador recursivo de acuerdo con (25), estd
descrito en (26) para condiciones estacionarias de 'y, ,

A = A+ By (26)
Con oy = f(Qr. k), B = (2, - Vi - Q1) -

Prueba Considérese el desarrollo de (25) con respecto a sus
ultimos términos y al segundo momento de probabilidad con

respectoa P,_;.

A - ( ykZZ?Vka; Z-(k—l)zPH j o, (27)

El estimador (25) bajo condiciones estacionarias y retardado
en el tiempo, tiene la forma

Ak—l =F 10 (28)
Despejando de (28) a P,_; y sustituyéndolo en (27), se logra

el desarrollo del vector estimado A, en funcién de A,_,, asi

como de y, ,7, , delos ruidos generalizados v, ,y de Q, .
A, :(.\-kzkf vzl +£12<—1>2Ak7.Q£4 ij (29)

En (30) el estimador tiene la forma recursiva de (29)

Ap = A+ By (30)
Y en (31) son descritos ¢, f3, .
zl-v.z (31)
O = ( )Qk 19 » ﬂk—(}kk kk]Qk

Lo que corresponde a (26). m
El desarrollo del segundo momento del proceso de innovacién
(23) cuenta con tres componentes, como se observa.

szl_pl,k Pk ;3,kJ (32)

Mientras que el segundo término (,, se define como la

covarianza.
P (33)
ik 9126 913k
O =k 9nx 923k
Dk 932k 4933k

Al considerar que Z; = [y,hl Via yk73Jse resuelve para
(32) en tres términos:

Tk = YiYe-1 =V Vi1 (34)

Tk = YiYi-2 = ViYe-2s

T = Vi Yi-3 = Vi i3
los términos de (34) en forma recursiva bajo
condiciones estacionarias

Entonces,

Piy = (k%XTl,k +(k _1)2;11,1(—11 (39
Pox = (,%zXle +(k_1)2;12,k—1)

Pk = (k%XTak +(k —1)2513,1(71)

Al desarrollar (33) considerando el segundo momento, se

obtiene
ko, k k T+ (36)
Z)’H ZYi—lyi—Z Zyi—lyi—3
i=0 i=0 i=0
' k ko, k
(,Tz Z Yi—2Yi-1 Z Yi-2 Z Yi-2Yi-3
i=0 i=0 i=0
k k ko,
Zyi—3yi—l ZYi—3Yi—2 Z Yi-3
i=0 i=0 i=0

En (30) se encuentran las componentes de la matriz de
covariancia Q; y que es descrita por la matriz pseudo-inversa

[ [ de los g;.i.je N de acuerdo con (David, 2002) (Medel et

al., 2009).

El segundo término de (26) se define como la covarianza en
(33) y con condiciones estacionarias se desarrolla el teorema 4.
Teorema 4. La forma recursiva de (24) en condiciones

; ; . +
estacionarias se describe para Qy .

0f =zl +(k-170r ) (37)

Prueba. Considérese a (24) con respecto a su iiltimo término,

considerando que es igual a la inversa de la matriz de
covarianza, i. e., que sin perder la estacionariedad se tiene

Q*:‘(YZ +Zyz J e
k 2| Tk“k

i=0



Bajo condiciones estacionarias (24) un intervalo de tiempo
posterior, la sumatoria de (38) tiene la forma

k-1 39
Y vzl =(k-17 0, )
i=0

Al ser sustituida en (38) a (39) y sacar la pseudo-inversa, se
obtiene

o :k%(YkaT +(k—1)Q1:1) (40)
Que es la pseudo-inversa de la matriz de covarianzas y que
corresponde al resultado descrito en (37). m
La pseudo-inversa se calcula utilizando el comando de
Matlab® pinv de la siguiente forma
Oy = Pi’”’([gll,k 512,1( lez,k; (41)
Dok 922k 4923k>
BGix 9ok 93340
Con los resultados obtenidos en (34) y (35) para P, asf como
en (37) para Q;, se describe en (42) el vector estimado de
acuerdo con (Robert et al., 2008) y (24).

ak = [;k ][%CP (#2)

En (43) el vector estimado ax cuenta con sus tres

componentes.
ap =lare arx asi] (43)
Y en (44) se desarrollan cada una de ellas.
avk = priQuix + P2k Qarx + P3aQ31x (44)

ark = PLiQ1ox + P2.i @22k + P3.4D30.4
ask = priQise + P2k Qo + P3,k033.k
El vector de estimacion (45) se obtiene al sustituir (44) en la
salida estocdstica (17) de acuerdo con (Daniel ef al., 1994).

Vi = ALk Yioy F A2k g + A3k Vi3 = Vi (45)

En la estimacion estocdstica recursiva se consideraron a

(Reginfo, 2004) y a (Justino, 2007), lo que permite describir a
Dy en (46), en funcién de las componentes de Ol .

2 46
— _(1 T+ (k=1 01y yay (46)
Prx=\z2 )
+(k =101, ya5 _ + 01, 303,
2
— ( 2 +(k =17 01y ay
prZ,k = kT 5
+(k=1 0l a5 4 + 0Ly 303,
2
— ( N+ (k=1) 0131014y
Prax =2

2
+(k =10l a5 4y +Ql3 303,
En (47) de manera explicita se muestra la matriz de

covariancia Ql; , cuyos elementos contribuyen en (46), al igual

que en (44) y asf describir a (43).

Qlkz([gll,k—l z112,k—1 513,k—1; (47)
91 k-1 92,k-1 923,k-1°

BGrk-1 D2k-1 9330105
Las expresiones estocdsticas recursivas de los estimados se
dan en (48) de acuerdo con (46) y (47).

Ak = Prikdik—1 + Prokd21k-1 + Pracd31,k-1 (48)

;= Prigi2h—1 + Prox@22,k-1 + Praxd32,k-1

W = Priki3,h-1 7+ Prok@23,k-1 + Pr3c@33,k-1
Conforme con (Lokenath et al., 2005) y (Medel et al., 2010),
la salida estocdstica de forma recursiva es obtenida sustituyendo a
(48) en (45), logrando la identificaciéon ¥, y considerando que se

conoce el vector de perturbaciones V;, por lo menos en un
sentido e distribucion.
Vi = QY t g Y2 T A3 Y13 =V (49)

4. Resultados

De acuerdo con (Pérez, et al., 2007) el motor sincrono queda
descrito en (49) y representa la respuesta de la caja negra a través
de un modelo de tercer orden en diferencias finitas y con
perturbacién acotada por una funcién de distribucién conocida. El
ruido en (45) incluye a la sefial de excitaciéon al motor. Cabe
mencionar que las perturbaciones son del tipo aditivas y que solo
representan un porcentaje de la sefial eléctrica.

La finalidad de (49) es encontrar la convergencia del modelo
descrito en (45) a la sefial de referencia y, ; . Esto requiere de la

estimacién de aik, ak, ask se base con respecto al segundo

momento de probabilidad como se observa en (25) y el algoritmo
recursivo opere para condiciones estacionarias, considerado las
propiedades aditivas de (31) (Wilfredo, 1999) (Medel et al.,
2010).

Aplicando el método de Montecarlo (Rao, 2006), se realiza la
seleccién del mejor resultado de identificacion 9, , con respecto a

Qs Gy, A3y descritos en (48) y que aplicados en (49), se
realiza la comparacion con la sefial de referencia y, , como se

muestra en la Figura 1. De acuerdo con (42) y (43), cada
componente de @, es descrita en (46) y la matriz de covariancia

Ql, con un retardo en (47). Permite realizar la estimacion
recursiva de aik, a2k, asx en (48) y que al ser aplicados en

(49) con la sefial retardada de la repuesta del sistema, se tiene la
identificacién 9y .

Salida: gk

006

0 i 10 18 20 2% 30
k muestras

Figura 1. Respuesta del Modelo Estocdstico (49) (gris) con respecto a la sefial
de referencia y, (gris punteado).



En la Figura 2, se comparan las respuestas del modelo
recursivo (31) con respecto al modelo no recursivo (25), ambas
aplicadas en (49). Los ruidos generalizados V, tienen la misma
funcién de distribucion de los ruidos que afectan a 'y, ,
considerando que se cumplen con los cuatro primeros momentos

de probabilidad; lo que no garantiza que se tenga de forma
idéntica, la misma funcién de distribucién.

008

Salida: Yax

k mugstras

Figura 2. Respuesta del Modelo Estocdstico de 3 Orden (gris claro) y
Recursivo (gris punteado), usando el Algoritmo Estimador conforme al
Segundo Momento de Probabilidad.

En las Figuras 1 y 2, los pardmetros estimados hacen que la
respuesta de los modelos sea convergente en casi todos los puntos
a la respuesta del sistema de referencia y,, . Asi como sus
histogramas respectivos como se ven en la Figura 3, considerado
la descripcién a través de Matlab® [k, F(y)]= hist(ydk )asf como

para la identificacién [k, F(y)]= hisl(?k ) , Tespectivamente.

Figura 3. Histograma del modelo sin recursividad: Salida estocdstica (gris) y
Recursiva (gris, linea inferior). Trayectoria de las Supermartingalas.

En la Figura 4, muestra los histogramas del modelo recursivo
descritos en (49) y la sefial de referencia y, ; considerando el
comando de Matlab® hist de la siguiente forma para la sefial de
referencia y, ; y de laidentificada 9, dela forma hist(yd’ k) y
hisl(yk ), respectivamente. En donde el vector de perturbaciones
V, usa el comando de Matlab® randn con la sefial 9, . Y que en

los resultados se observa que se tiene una descripcién de acuerdo
a (Lagunas., 2007) como una Supermartingala.

PR
mi
i
bl
ERERERLN
L
/N

i A
-0.06 0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.06

Decibelios

Figura 4. Histograma del sistema de referencia y, (gris), y el modelo
Recursivo (31) aplicado en (49) en (gris claro).

El funcional de error para cada uno de los pardmetros se ilustra en
la Figura 5.

x10°

04

F.Error, J1{Ax), J2{Rx), J3(v)

0 5 10 15 20 2% 30
k muestras

Figura 5. Respuesta de la Funcional de Error: J; (asteriscos claros), J>
(asteriscos obcuros), J; (gris).

En la Figura 6 ilustra el desarrollo del funcional de error
recursivo para cada parametro, en este caso se considerd que se

contaban con los valores finales del sistema de referencia y, 4 .

F.E. Recursiva Jrl (V) JI2A-C), JIS(N)

b

0 5 10

1% 20 2 30
k muestras

Figura 6. Respuesta de los funcionales de error recursivos para: J; (asteriscos),
J> (gris claro), J; (Negro).

En ambas Figuras 5 y 6, los funcionales tienen a converger en
una vecindad acotada después de que k es mayor a 30 muestras.
Los estimados, al considerar el menor error de convergencia, se
muestran en la Figura 7, en donde se puede observar que tienen
un comportamiento estacionario después de que k es mayor a 4
muestras.



0 5 10 15 20 2 30
K muestras

Figura 7. Pardmetros estimados (48) entre [-0.3,
condiciones de operacién del sistema de referencia (17).

0.3] para diferentes

5. Conclusiones

El problema a que se enfrenta un seguidor de una sefial con un
comportamiento de tercer orden, en el que queda marcada la
velocidad de cambio de la aceleracidn, es la estimacion de los
pardmetros del modelo recursivo que corresponde a un modelo de
tercer orden con tres ganancias del tipo estocdsticas con
dindmicas no conocidas. La descripcién del estimador se realiza a
través del segundo momento de probabilidad y permite la
construccion de dos modelos de estimacion: uno que describe los
pardmetros que requiere el modelo para seguir de manera
aproximada a la sefial de referencia y el otro, del tipo recursivo,
que se encarga de ir dando una estimacién conforme el sistema
evoluciona en k unidades de tiempo. En cualquiera de las dos
formas, en sus histogramas de frecuencias se observan que las
estimaciones son del tipo Supermartingalas. Los estimados hacen
que la respuesta de los modelos sea convergente en casi todos los
puntos a la respuesta del sistema real, como se pueden observar
en las Figuras 1 y 2. Ademds, la estimacién se basé en las

condiciones estacionarias de la sefial de referencia y,, . Las

Figuras 5 y 6 muestran que el nivel de convergencia al sistema de
referencia, es en casi todos los puntos. La Figura 7, muestra que
dadas las caracteristicas estacionarias del sistema de referencia, la
estimacion después de que llegan a su estado estacionario, que es
de 4 muestras y que al aplicarlas en (49), converge en casi todos

los puntos con la sefial de referencia y, ; . El seguidor converge a

la sefial de referencia ya que la funcién de distribucién de ruidos
generalizada V, es la misma para ambos casos. Lo que permitié
ver la bondad del estimador de tercer orden recursivo.

English Summary

Estimation Applied to a Third Stochastic Process Order

Abstract

This paper presents the estimation considering the Second
Probability Moment applied to a simplified Third Order
Stochastic Process. Model commonly used to describe smoothing
systems as a synchronous motor. Its values used into the model
describe and estimate the Black Box system behavior. In the
design three parameters based on covariance P, and Q; are

calculated The stochastic variable depends on the three gains and
three functional estimation errors, respectively, developing the
stochastic identification by a reference model that converges in
almost all points with 10 iterations in recursive estimation. The
results demonstrate a theoretical experiment using the Matlab®
obtaining the parameters and the third order model to converge in
accordance to the reference signal. The accuracy achieved in
thousandths was in a Supermartingale sense and. implementation
performed as a function of recursive estimation.
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