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Resumen

Se presenta una estrategia de control que combina las técnicas de modos deslizantes y control H,,, para regular la posicién de
un sistema mecdnico subactuado con friccién y con una holgura eldstica. Se muestra que el sistema controlado tiene una regién de
puntos de equilibrio, donde las trayectorias del sistema en lazo cerrado convergen de manera asintdtica con un error de posicién
acotado en estado estacionario, incluso ante la presencia de cierto tipo de perturbaciones. La amplitud de dicho error puede reducirse
mediante una sintonizacién adecuada de los pardmetros del controlador. Ademads, el controlador atenda el efecto de perturbaciones
externas e incertidumbres en el modelado sobre la salida de la planta. La metodologia es aplicada a una plataforma experimental,
mostrandose el buen desempefio del controlador propuesto. Copyright © 2014 CEA. Publicado por Elsevier Espaiia, S.L. Todos los

derechos reservados.
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1. Introduccién

1.1. Motivacion y metodologia

Un problema de interés en el drea de ingenieria de con-
trol es disefiar un controlador retroalimentado que estabilice la
planta nominal y que atende la influencia, sobre la salida de la
planta, de variaciones paramétricas y perturbaciones externas.
En sistemas mecdnicos este problema resulta mds complicado
cuando existen restricciones sobre el movimiento del sistema.
Este problema fue intensamente estudiado en la dltima década,
para sistemas con diversos tipos de restricciones, (Mansard and
Khatib, 2008; Potini et al., 2006; Perez et al., 2010). Sin embar-
go, es frecuente que la presencia de incertidumbres paramétri-
cas y de perturbaciones externas no sean tomadas en cuenta.
Algunas referencias importantes al respecto se pueden encon-
trar en (Brogliato, 1999; Leine and Van de Wouw, 2010).

El control por modos deslizantes (Utkin, 1992), es una meto-
dologia ampliamente utilizada debido a su efectividad para can-
celar el efecto de perturbaciones. La principal caracteristica de
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este tipo de controladores es que generan un modo deslizante
sobre una superficie prescrita de conmutacién, de manera que
el sistema sea gobernado por una ecuacién de orden reducido,
que a la vez permanece insensible a cierta clase de perturba-
ciones externas y variaciones paramétricas (Utkin, 1978). Esta
metodologia ha sido probada satisfactoriamente para controlar
el movimiento de innumerables sistemas, entre otros, de robots
manipuladores (véase (Sabanovic et al., 2008) y las referencias
contenidas ahi). Igualmente, un trabajo previo de control por
modos deslizantes en robots con restricciones puede ser encon-
trado en (Lian and Lin, 1998).

Por otra parte, la metodologia de control H,, (Doyle et al.,
1989; Isidori, 2000) ha probado ser efectiva para controlar sis-
temas afectados por perturbaciones desconocidas y donde las
mediciones de estados son incompletas e imperfectas.

Dadas las propiedades particulares de las metodologias men-
cionadas, resulta de interés disefiar una técnica de control que
combine las caracteristicas de robustez de modos deslizantes
con las del control H,,, con el fin de desarrollar un controlador
que reuna las ventajas de ambos controladores y que muestre
buen desempefio. En trabajos de investigacion recientes, la técni-
ca de combinar modos deslizantes con H,, ha mostrado ser efi-
ciente para controlar sistemas conmutados, véase por ejemplo

© 2014 CEA. Publicado por Elsevier Espaiia, S.L. Todos los derechos reservados
http://dx.doi.org/10.1016/j.riai.2014.05.005

www.elsevier.es/RIAI


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.riai.2014.05.005&domain=pdf

276

(Castanos and Fridman, 2011; Lian and Zhao, 2010; Ghafari-
Kashani et al., 2010).

El problema abordado en el presente articulo es la regu-
lacién de posicion, a través de medicién de la salida, de un
sistema mecdnico con una holgura entre partes mecénicas, que
puede verse como una restriccién del movimiento libre que
tiene el elemento propulsor en su paso por la holgura. Algu-
nas referencias de trabajos previos de sistemas mecanicos con
restricciones pueden ser encontradas en (Mansard and Khatib,
2008; Menini and Tornambe, 2001).

Se han hecho algunos esfuerzos para controlar sistemas me-
cénicos con restricciones utilizando una amplia gama de meto-
dologfas, tales como modos deslizantes (Sabanovic et al., 2008),
control predictivo (Adetola et al., 2009) y control 6ptimo (Christo-
phersen, 2007). Existe poca literatura enfocada al control de
sistemas mecdnicos con restricciones sujetos a perturbaciones
desacopladas e incertidumbres paramétricas. Por ejemplo, el
problema de restricciones unilaterales en la posicion es con-
siderado en (Brogliato et al., 1997). En (Tseng, 2005) se con-
sidera un controlador PID para robots con restricciones, el cual
es combinado con un control H,/H,, para atenuar la influencia
de perturbaciones e incertidumbre paramétrica. En (Chiu et al.,
2004) es disefiado un controlador robusto para seguimiento de
trayectoria/fuerza aplicado a robots con restricciones. Por otra
parte, en (Chang and Lee, 1999) se propone un controlador
dindmico para regulacién de posicion/fuerza en un robot con
restriccién activado por motores de CD.

Algunos trabajos anteriores sobre control por modos desli-
zantes aplicado a sistemas mecdnicos con restriccién de posi-
cién y perturbaciones acopladas, los cuales son antecesores al
trabajo presentado aqui son (Rascén et al., 2010, 2012a,b). En
(Rascon et al., 2010) se resuelve el problema de regulacién de
posicién de un sistema mecdnico actuado de un grado de liber-
tad con una restriccién de posicién; ademds, se hace una com-
paracion entre el algoritmo de control por modos deslizantes
propuesto y un control PD. En (Rascén et al., 2012a) se disefia
un controlador por modos deslizantes y se propone un crite-
rio para reducir rebotes entre un sistema mecanico de un gra-
do de libertad y una restriccién de posicién; también se hacen
pruebas experimentales en un circuito electrénico que emula la
dindmica del sistema mecdnico y en la plataforma experimen-
tal ECP-210. En (Rascén et al., 2012b) se aborda el problema
de regulacién de posicion de un sistema mecanico subactuado
con una holgura eldstica y friccion dindmica de Dahl en cada
una de las articulaciones, y se compara a partir de simulaciones
numéricas el algoritmo de control por modos deslizantes-H,
propuesto con un algoritmo de control por modos deslizantes
de primer orden.

1.2.  Estrategia y contribucion

En este articulo se propone el disefio de un controlador para
una clase de sistemas mecdanicos con holgura eldstica, toman-
do en cuenta la fuerza de friccidn viscosa. Ademas, se consi-
dera que el sistema puede ser afectado por perturbaciones exter-
nas acopladas o desacopladas. Se supone también que se mide
unicamente la posicién, no la velocidad. A su vez, la ley de
control propuesta, basada en las técnicas de modos deslizantes
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y de H, es disefiada para todas las condiciones de operaciéon
del sistema; es decir, en movimiento libre o en movimiento res-
tringido. El controlador se disefia para, primeramente, forzar al
sistema a llegar al movimiento restringido y, una vez logrado
esto, lo dirige hacia la posicion de referencia.

La estabilidad del sistema mecdnico en lazo cerrado se prue-
ba utilizando funciones cuadraticas; algunas referencias pueden
ser encontradas en (Paden and Sastry, 1987; Shevitz and Paden,
1994; Kazerooni, 1990; Branicky, 1998). Esto nos permite ase-
gurar que las coordenadas a controlar convergen hacia la super-
ficie deslizante en tiempo finito.

El algoritmo de control propuesto, al combinar las técnicas
de modos deslizantes y de Ho,, es capaz de sobrellevar los fac-
tores no deseados, como son perturbaciones e incertidumbres, y
atin asi tener un buen desempefio. Un trabajo preliminar a éste,
donde se utiliza la misma metodologia de control puede con-
sultarse en (Rascén et al., 2012b). Por otro lado, se muestran
experimentos para ilustrar la validez del andlisis tedrico.

1.3.  Organizacion

El resto del articulo se desarrolla de la siguiente manera:
En la Seccién 2 se describe el sistema mecanico y se presen-
ta un cambio de variables en el modelo, basado en el error de
posicién, que facilita el desarrollo del controlador. El disefio
de un control por retroalimentacién de salida se presenta en la
Seccién 3. En la Seccidén 4 se presenta el andlisis de estabili-
dad. Después, en la Seccidn 5, se presenta la sintesis de la parte
de control H.,. En la Seccién 6 se presentan resultados experi-
mentales y en la Seccién 7 se incluyen algunos comentarios y
conclusiones.

2. Modelo del sistema mecanico

Se presenta aqui un sistema bdsico descrito por un modelo
simple (véase la Figura 1). Este sistema es similar a otros sis-
temas mecdnicos, especialmente a los que presentan espacios
libres entre eslabones. En ellos se puede presentar un compor-
tamiento dindmico importante tal como rebotes entre eslabones,
debido a colisiones, lo cual podria poner en riesgo la integridad
del dispositivo mecdnico. El sistema se compone de dos masas
sujetas a friccidon viscosa, las cuales estdn unidas a través de
un resorte con una holgura mecanica. Se propone disefiar un
controlador con el propésito de reducir la presencia de rebotes
en el espacio libre, ademds de presentar un buen desempefio de
regulacién.

Las ecuaciones de movimiento en lazo abierto del sistema
mecdnico pueden ser expresadas en coordenadas conjuntas co-
mo

u + wi(t),
Sfx1, x2) +wa(t, x),

myX) + bix; + f(x1,x2)
mzjéz + bszz

M

donde m;, x;(t), x;(t), X;(t), i = 1,2, representan la masa, el des-
plazamiento, velocidad y aceleracion del i-é€simo eslabdn, res-
pectivamente, y los parametros b; son los coeficientes de fric-
cién viscosa. Ademads, u denota la fuerza de control y f(x;, x2)
la fuerza de contacto entre las masas ocasionada por la holgura
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Figura 1: Sistema mecdnico restringido.

elastica. Ademds se introduce la perturbacién externa acotada
wi(?) € Ry, para tomar en cuenta las discrepancias en el mode-
lo, se considera w;(t, x) € R con x = [xq, x3].

La fuerza de contacto f(xy, xp) transmitida entre las masas
estd dada por

k(0x +a+b),
fx1,x2) = 40,
k(6x+a+b+c),

siox < a+b;
sia+b<déx<a+b+c;
siéx>a+b+c;

#))
donde dx = x| — xp, k es larigidez del resorte, a es la distancia
entre el centro de masa de la primera masa y el efector final, b
es la distancia del centro de masa de la segunda masa al borde
de la misma y c es el tamailo de la holgura. Se considera que la
densidad de las masas es homogénea.

La expresion (2) se puede reescribir como

f(xl,xz):2[2(6x+a+b)+c+|6x+a+b| 3)

—ox+a+b+cl],

donde las posiciones x;(f) € Ry x(f) € R de las masas son
las Unicas variables disponibles para ser medidas en el sistema.
El modelo en lazo abierto (1), (3) tiene un conjunto de muilti-
ples valores de equilibrios (X1, X;), con X; = £, donde { es una
constante cualquieray X € [{+a+b,{ +a+b+c]. El compor-
tamiento de la holgura eldstica puede observarse en la Figura
2a.

Para satisfacer los requerimientos de una solucién local al
problema de regulacién de posiciéon H,,, se propone una apro-
ximacién monétona del modelo de fuerza para la holgura eldsti-
ca (3), descrito por (ver Figura 2b)

f(Ax) = kAx + kn(Ax), 4
donde
Ax=dbéx+a+b+c/2 (®)]
Y 1 — o—(Ax/0,50)
n= = a0 (6)

Esta aproximacion, inspirada en (Merzouki and M’Sirdi,
2004), asegura que el modelo es al menos una vez diferencia-
ble, acorde con lo propuesto en (Aguilar et al., 2003; Isidori and

Figura 2: (a) Modelo de fuerza generado por la holgura elédstica (b) Aproxi-
macién estrictamente mondtona de la fuerza generada por la holgura eldstica.

Astolfi, 1992). Las ecuaciones (4)—(6) seran consideradas en el
disefio de un control H,, para el sistema (1), del cual se supone
que la salida medible y(r) € R? son las posiciones de las masas,

es decir
_ %1 w3
=Ll

donde las perturbaciones en la salida w3 (), wa() € R se supo-
nen desconocidas, pero acotadas. La perturbacion w;(f) € R
constituye una perturbacion acoplada al sistema (véase la ecua-
cién (1)); esto es, una perturbacion que entra en las ecuaciones
de estado al igual que la entrada de control (por ejemplo, una
articulacién completamente actuada). En contraste, wy(z, x) € R
es una perturbacién no acoplada, la cual afecta la articulacién
no actuada. Se considera que w;(t, x) involucra discrepancias
entre el modelo de fuerza de contacto que representa a la hol-
gura eldstica (3) y su aproximacion (4)—(6).

El objetivo del controlador por modos deslizantes + H, €s
el de regular la posicién de la masa x; hacia una referencia de-
seada constante x,, € R, a pesar de la presencia de perturba-
ciones acotadas acopladas, no acopladas y discrepancias en el
modelo dindmico w € R*; esto es, lim,_ [[x2(f) — x| < €,
siendo € > 0.

El papel de la etapa de control por modos deslizantes es
eliminar el efecto de w; y el propésito de la etapa de control
H, es la de atenuar las perturbaciones no acopladas wy, w3 y
wy. De hecho, es importante mencionar que un disefio inadecua-
do de un controlador que elimine las perturbaciones acopladas
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puede amplificar las perturbaciones no acopladas, véase (Cas-
tafios and Fridman, 2006). Dado el sistema actuado de control
no lineal (1), con la fuerza de contacto (4)—(6), se disefiara un
control por modos deslizantes de tal forma que las coordenadas
del sistema en lazo cerrado sean acotadas y la salida x, conver-
ja asintéticamente hacia una vecindad alrededor de la posicion
deseada x,, a través de x;,, ante la presencia de perturbaciones
acotadas que satisfagan

d?

sup lwi ()] < M, M > 0. 8)
t
Por otra parte, el propésito del controlador H,, es el de atenuar
la influencia de perturbaciones externas y discrepancias en el
modelo w,, ademds de los errores de medicién de posiciones
w3y wyg.
Consideremos el cambio de variables siguiente

q1 = X1 — X1,

q2 = X1,
9
qsz = X2 — X2, ©)

q4 = X2,

donde x;, = xp, — (a + b + ¢/2). Entonces la representacion en
variables de estado del sistema (1) queda como sigue,

q = ‘112
42 = ar (20162 = f(q1.93) + u+ wi] (10)
q3 = 44

g = 5o [=b2ga + fq1,43) + wal,

donde f(q1,q3) estddadapor (4)y Ag = g1 +x1,+a—qg3—xz, +
b + ¢/2. Reemplazando x;, en Ag se tiene que

Aq =q1 - qs. (11)

3. Diseiio del control por modos deslizantes

El objetivo de control consiste en hacer que la posicion de la
segunda masa, x,, converja lo mds cercano posible a la posicion
X,, €s decir,

1im flg3(0ll = lim [[62(0) = x5, ]| < e (12)

Esto se logra por medio del disefio de un controlador por mo-
dos deslizantes con un atenuador H,. Este tltimo se incorpo-
ra dentro del disefo de la superficie deslizante. El control por
modos deslizantes tiene la propiedad de eliminar las perturba-
ciones que afectan a la parte actuada del sistema.

3.1.  Control por modos deslizantes

Consideremos la siguiente superficie deslizante,

f !
S f a(0)di - f uuldt,  (13)
0 0

donde u(t) € R es el controlador H.,, el cual serd disefiado en
la Seccion 4, siguiendo el procedimiento propuesto en (Aguilar
et al., 2003; Isidori and Astolfi, 1992). El significado de esta
expresion para la superficie deslizante serd mds evidente en el
desarrollo de la prueba de estabilidad. La ley de control que

asegura que las coordenadas alcancen la superficie deslizante
estd dada por

u=biqx+1(q1,q3)+m [—q1 — g2 + ueo — As — Bsign(s)] (14)

donde A y 8 son ganancias constantes positivas, las cuales se
sintonizardn para asegurar que el movimiento de las coorde-
nadas se dirija hacia la superficie deslizante. La funcién sign(s)
en la ley de control (14) denota la funcién signo que se define
como

1 s>0
sign(s) =4 [-1,1] s=0 (15)
-1 s <0,

la cual estara activa en todo momento, es decir, cuando el sis-
tema esté tanto en movimiento libre como en movimiento re-
stringido (en contacto con la segunda masa).

Combinando la entrada de control (13)-(14) con el sistema
dindmico (10) tenemos que la dindmica del sistema en lazo ce-
rrado es:

qG= 9
g = %[—blqz—f(ﬁh,qs)+u+w1]
g3 = 44 (16)

g = e [=b2gs + f(q1,q3) + 2]

$ ¢! mll g2 ot m: + g1 — Ucos
cuya representacion en diagrama de bloques se puede observar
en la Figura 3. Dado que se tienen disponibles tnicamente las
mediciones de los estados q; y g3, se disefi6 un observador dis-
continuo como el propuesto en (Rosas et al., 2007) para estimar
las velocidades ¢, y q4.

qi, g3
@ —q1+ws, g3 — g3 + Wy B
Observador
+
@2, qa; 8
U q1, 43 +

Controlador Sistema -

wy, W W3, Wy

q1 +ws, g3+ ws 1

Figura 3: Diagrama a bloques del sistema en lazo cerrado.

3.2.  Andlisis de existencia de modos deslizantes

Se analizaran primero las propiedades de estabilidad del sis-
tema (16), retroalimentado con el controlador por modos desli-
zantes (14). La convergencia de las variables de salida (coor-
denadas ¢q; y ¢3) se analizard de la siguiente manera. Primera-
mente se demostrard que las coordenadas del sistema (10) con-
vergen a la superficie deslizante (13) en tiempo finito. Posterior-
mente, una vez que las coordenadas se encuentren sobre la su-
perficie deslizante, se probara que las coordenadas (g1, ¢g») con-
vergen exponencialmente a (0, 0). Finalmente, se demostrard que
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las coordenadas (g3, g4) convergen en forma asintética a un va-
lor constante (d, 0).

Consideremos el sistema (16), con el controlador (13), (14)
y una perturbacién acotada (8). Al sustituir (14) en (16), el sis-
tema en lazo cerrado toma la forma

QG = 9

= —q —q—As—Psign(s) + e + 5t

3= qa amn
4= 5 (=baqa + f(q1,43) + w2)

§= —As—Bsign(s) + =

my "

De acuerdo a (Utkin, 1978), se puede asegurar la existencia de
modos deslizantes si se satisface ss < 0. El calculo de ss resulta
en

s§ = s(—/ls — Bsign(s) + m)
" (18)
5 M
< —As” — (,8 — —) |s],
mi

de donde se concluye la existencia de modos deslizantes en la
superficie s = 0 si 8 — M/m; > 0. Notese ademds que, si se
utiliza la funcidén cuadritica

V(s) = §%, (19)

cuya derivada con respecto al tiempo, a lo largo de las solu-
ciones de (17), satisface

. M
V< -215% - 2(,3 - —)Isl
my

u y (20)
< —2(/3— m—1)|s| = —2(5— m—l) Vv,

se tiene que, para una condicién inicial V(#y) = V, y, dado que
B > M/my, se garantiza que existird un tiempo #; tal que, para
todo ¢ > ¢, la funcién V es cero. Este tiempo puede calcularse
directamente de (20), de donde

VWo 4
V() =0 para 1> t0+ﬁ—M/m1 =ty 21
Asi, V() converge a cero en tiempo finito y, en consecuencia,
ocurre un movimiento a lo largo del conjunto s = 0 en el sis-
tema discontinuo (17) a partir de a lo mas #; segundos.
En lo que sigue se supondra que el sistema (17) estd en mo-
do deslizante, tal que s = § = 0 para t > t. Bajo estas condi-
ciones, la dinamica del sistema (17) se reduce a

Q= @
= g1 — e
Zi = q4ql e (22)

qs4 = mlz(—bztﬂt + f(q1,q3) + w2)

Notese aun la presencia de la perturbacién w; en el sistema.
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3.3. Andlisis de estabilidad

En esta subseccion se considera que us, = 0y wa(t,q1,q3) =
0. Es posible mostrar que, cuando u,, = 0, ¢ € R* converge a
un punto de equilibrio g = (0,0, d,0), con |d| < ¢/2. Para ello,
nétese de (22) que las variables ¢g; y ¢, estdn desacopladas de
¢3 Y q4. Si consideramos entonces al subsistema

Q1= q
@2= —q1-q
se concluye directamente que q; y g, convergen exponencial-

mente a cero.
La dindmica remanente queda entonces

4= 44
. 23
gs = ml=b2gs + f(q1.93), =)

donde
k
fla1,q3) = 3 (2QAq +|Ag—c/2[-1Aq+c/2]), (24

y Aq = q| — g3, acorde con lo mostrado en (3) y la Figura 2a.
Puesto que g converge exponencialmente a cero, la dindmica
del sistema (23) puede analizarse a partir del sistema

g3 = 44
. b . .
G4 = —%CI3—,,,—22614+ZL,,,Z(|Q3+§I—ICI3—§I).

(25)
Considérese la funcién V : R?> — R, no negativa y diferencia-
ble,
| X q§+cq3+§ si g3 <—%
V(gs, q4) = EQZ to 0 si g3l <5
myp 2 I . c
GG-cgz+ g siog3> 5
(26)
Utilizando esta funcién y aplicando el teorema de Lasalle (Khalil,
2002) es posible mostrar que las coordenadas (g3, g4) conver-
gen a (g3,0), donde g3 € [—c/2,c/2], lo que significa que casi
siempre se tendrd un error en la posicién de la segunda masa.
En lo que sigue se propone disminuir este error de posicion
mediante la aplicaciéon de un control H,, al sistema anterior.
Noétese que la funcién no lineal f(g1, g3), ecuacién (24), puede
expresarse de la manera siguiente,

fla1.q3) = f(q1.43) + Af(q1. q3), (27)

donde f(q1,¢3) se define en la ecuacién (4) y Af representa el
error entre f y f. Este tdltimo error puede incluirse en la per-
turbacién w,, cuyo efecto se propone sea reducido mediante un
control H,,. Asi, el problema de regulacion para g3 en el sis-
tema (22) puede expresarse formalmente como un problema de
control Ho..

4. Diseno del controlador H.,

En esta seccién se resolverd el problema de regulacién de
posicién H,, para el sistema (22), donde
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1. La salida a ser controlada esta dada por

1

*lo

z=p Uoos (28)

q3

donde p es una constante real que pondera las variables a
minimizar.

2. Se tienen las mediciones de los errores de posicién g; y
q3, corrompidas por wi(f), wa(f) € R,

g1+ Xq1 + W3
y= . 29)
q3 + Xa2 + Wy

El problema de control H, es expresado entonces de la
siguiente manera. Dada la representacion del sistema (22), (28),
(29) y una constante y > 0, se requiere encontrar, si existe, un
controlador

U = K(g), (30)

con estados g € R?, tal que el estado g3 del sistema en lazo ce-
rrado, sin perturbaciones, sea asint6ticamente estable en forma
local y su ganancia L, sea localmente menor que 7.

En esta seccion se presenta el disefio del controlador H.,
para el sistema (22), modelado por las ecuaciones de la misma
forma presentada en (Aguilar et al., 2003; Isidori and Astolfi,
1992),

g =T(q) + g1(Qw + g2(Quc, (€20
7= hi(q) + k12(@)uteo, (32)
Y = ha(q) + kar(g)w, (33)
donde
q2
_ —q1—q2
I(g) = a“ : (34)
[ (—bzch + f(qm]z))
M 0 0 O 0
00 0 1
si =19 o o ol £@=|y|
0 1 0 O 0
0 q1 +x1
h = , h = ‘a0,
1(q) P[%] 2(q) g5 + %,

0 0 1 0] 35)

1
klz(Q)Z[O], kzl(Q):[O 00 1l°

Las siguientes suposiciones se deben mantener.
(A1) T'(0) =0, 11 (0) =0y hy(0) = 0.

(A2) Las funciones I'(g), g1(q), g2(9), h(q), ha(q), ki2(q) ¥
k>1(q) son dos veces continuamente direfenciables en ¢
alrededor del origen g = 0.

(A3)
h (@kia(q) = 0, ki) (@kia(g) =1

ka(@gl (@) =0, ka(@)k (q) = 1.

Estas suposiciones son hechas por razones técnicas. La suposi-
cién (A1) asegura que el origen es un punto de equilibrio del
sistema dindmico (31)-(33) sin entrada de control (1., = 0) y sin
perturbaciones (w = 0). La suposicién (A2) garantiza el buen
planteamiento del sistema dindmico mientras se le apliquen en-
tradas exdgenas. La suposicion (A3) es una simplificacién here-
dada del problema de control estandar Ho,.

Definicion 1. Dado un niimero real y > 0, se dice que el sis-
tema (31) tiene una ganancia Ly menor que 'y con respecto a la
salida virtual (32) si la respuesta z del sistema satisface, para
todo estado inicial x(ty) = 0,

T T
fo IIZ(I)Ilzdt<)’2f0 Iw(@)Id (36)

para todo T > 0y todas las funciones continuas w(t) € R*.

Obsérvese que el término no lineal f se aproxima por la
funcién diferenciable f (ecuacién (4)). Se propone disefiar el
controlador H,, para la aproximacién lineal del sistema (34)—
(35). El motivo de utilizar la aproximacidn lineal es debido a
que se requiere que el sistema sea por lo menos dos veces con-
tinuamente diferenciable para poder obtener una solucidn local
del problema de control H,:

qg=Aq+ Biw+ Bu

z=C1q + Dt 37
y= Czq + D21W
donde
A=80), Bi=g(0), By=g)l0),
Ci =50, Dn=kn0), C=%20), (8
Dy = ky1(0).

De manera explicita

0 1 0 0
-1 -1 0 0

A=lo 0 o 1| 82
O 0 O —bz/l’?lz

B =g, By=g,
(0 0 0 0 1 000

“=lo 01 0]’ CZ:[O 0 1 0]’

Dy =kia Dy =k (40)

La siguiente condicién, es suficiente y necesaria para que exista
solucién del problema de control lineal H,, (Doyle et al., 1989):
H) La ecuacién algebraica de Riccati

1
PA+ATP+ClC, + P(?BIBIT - BZB;) P=0 (4D
posee una solucién simétrica positiva semidefinida P tal que los

valores propios de la matriz A—(B, B} —y~*B, BT ) P tengan parte
real negativa.
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De acuerdo al lema real acotado (Anderson and Vreugden-
hil, 1973), se puede establecer que la ecuacién (41) permite ase-
gurar que existe una constante positiva &y tal que la ecuacién
algebraica perturbada de Riccati

1
PA+A"P.+CTC, + Pg(?BlBlT - Bng) P.+el =0 (42)

tiene una solucién simétrica definida positiva P, para cada € €
(0, &p).

El siguiente resultado es una consecuencia directa de (Acho
et al., 2001).

Teorema 1. Supongase que la condicion H se satisface para
el sistema (37)—(40) y sea P, una solucion simétrica definida
positiva de (42) para alguna € > 0. Entonces la entrada de
control

oo = ~83 Peq, (43)

donde g, estd definido en (31), (34), P, = Pg > 0 es la solucion
de la ecuacion algebraica perturbada de Riccati (42) y q =
(91,92, 93, q4]", es una solucion local al problema de control
H,, del sistema (37)—(40).

Ast, el control retroalimentado de salida (18), especificado
acorde con (34)-(35), resuelve de manera local el problema de
regulacion de posicion H,, para el sistema (22) y (28)-(36). Vale
la pena mencionar que los estados que no estan disponibles para
utilizarse en (13) y (14) como retroalimentacién son tomados
del observador por modos deslizantes basado en (Rosas et al.,
2007).

5. Resultados Experimentales

El desempeifio y propiedades de robustez del controlador
propuesto (14), utilizando el atenuador de perturbaciones u.,
definido por (43), fue aplicado a la plataforma ECP-210, de la
compaiiia Educational Control Products. Dicha plataforma fue
modificada para tener una holgura eldstica, tal como se puede
ver en la Figura 4.

Se utiliz6 un ordenador AMD® Dual-Core 4800 y como in-
terfaz el software Simulink®, 1a tasa de muestreo para la adquisi-
cién de datos se ajusté en 0.001 s. La plataforma estd con-
figurada para tener el comportamiento dindmico del sistema
mecdanico mostrado en la Figura 1. En particular, la caracteristi-
ca no lineal de la holgura eldstica (Figura 2), es tomada en
cuenta y reproducida al afadir una modificacién mecdnica al
sistema; ver Figura 4. La modificacion del sistema consiste en
un tornillo esparrago con doble rosca, el cual une un resorte
con la primera masa, dejando una holgura entre el resorte y la
segunda masa. De esta manera pueden ocurrir rebotes eldsticos
entre la primera y la segunda masa.

El controlador y el observador fueron sintonizados con los
siguientes pardmetros: posicion deseada de la segunda masa,
Xz, = 0.221m; coeficientes de friccion viscosa, b = 7.695kg/s,
by = 2.1141kg/s; valores de las masas, m; = 1.1kg, m, = 0.5kg;
valores de las distancias a = 0.15m, b = 0.051m, ¢ = 0.01lm;
rigidez del resorte, k = 375.42N/m. Las ganancias de retroa-
limentacién del control fueron 4 = 0.5N/m y 8 = 0.5N. Los

it

e

4
1 e
?

Figura 4: Plataforma experimental ECP-210 modificada para tener una holgura
eldstica

pardmetros del controlador Hy, fuerony =1, p = 1 y &€ = 500.
La correspondiente solucién definida positiva de la ecuacién de
Riccati (42) estd dada por

520.9452 21.3830  0.0000  0.0000
21.3830 223188  0.0000  0.0000
0.0000  0.0000 575.4845 44.7661
0.0000  0.0000 44.7661 34.5087

Cabe mencionar que los parametros de ganancia del controlador
(14) fueron sintonizados en funcién de caracteristicas tales co-
mo velocidad de respuesta, robustez y amplitud de la sefial de
control observados primeramente a través de simulaciones nu-
méricas y ajustados finalmente en los experimentos a prueba y
error; por lo tanto, es posible que otros valores en los pardme-
tros del controlador nos arrojen mejores resultados. Las per-
turbaciones w,, ws y wy se consideran inherentes a la planta.
La perturbacién w, = Af(q1,q2), (ver ecuacion (27)) se con-
sidera intrinseca a la planta debido a la implementacién de la
aproximacién mondétona que representa a la holgura elastica,
las perturbaciones w3 y w4 se consideran como discrepancias
en la medicion de salida de los codificadores rotatorios de ¢g; y
q3-

En el caso perturbado, se aplic6 adicionalmente un par aco-
tado de perturbacion dado por

wi = 0.2 sin(?). “44)

Los valores para las condiciones iniciales fueron establecidos
en q1(0) = —0.02 m, g2(0) = 0 m/s, g3(0) = —0.01 m, g4(0) =
Om/s y s(0) = 0. Las condiciones iniciales para el observador se
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fijaron en [0, —0.02, 0, —0.01, 0]. Se verifica experimentalmente
un buen desempefio y robustez del sistema de la Figura 4, uti-
lizando el control por modos deslizantes con un atenuador H,
(14), (43) y el observador basado en (Rosas et al., 2007).

Las Figuras 5 y 8 muestran los errores de las posiciones de
ambas masas, para el caso sin perturbacién externa y con per-
turbacién externa, respectivamente. En el primer caso (Figura
5) puede observarse un error de posicién practicamente nulo.
La perturbacién aplicada para el segundo caso fue una sefial
periddica, de amplitud 0.2 y frecuencia de 1 rad/seg, de la forma
wy = 0.2 sin(?). Esta perturbacidn se agregé al sistema mecanico
montdndose a través de la accidn de control, que actia sobre la
primera masa. En la Figura 8 puede observarse un error en es-
tado estacionario, de forma periddica, de la misma frecuencia
que la de la perturbacién aplicada y una amplitud de aproxi-
madamente 5 x 107, Esto corresponde a una atenuacién de la
amplitud de la perturbacién de aproximadamente 1/400.

En las Figuras 6 y 9 se puede observar el comportamiento
de las sefiales de control H,, y la sefial de control por modos
deslizantes + H.,,, donde se puede observar el fendmeno de os-
cilaciones de alta frecuencia también llamado chattering, cuya
amplitud se puede disminuir al modificar la ganancia de control
B. En las Figuras 7 y 10 podemos observar la fuerza de contacto
entre las dos masas, observdndose rebotes en los primeros 2.5
segundos. Por otro lado en las mismas Figuras 7, 10 se mues-
tra la variable deslizante s, la cual converge hacia la superficie
deslizante en tiempo finito.
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Figura 5: Errores de posicion de la primera masa ¢; y de la segunda masa g3
(caso sin perturbacion externa).
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Figura 6: Sefal de control Hy, y sefial de control por modos deslizantes + Hoo
(caso sin perturbacion externa).

6. Conclusiones

Se presenta un marco practico para el desarrollo e imple-
mentacién de un controlador por modos deslizantes, el cual in-
volucra la metodologia de control H,, en su disefio. Se muestra
que el procedimiento de disefio del controlador pudiese resul-
tar adecuado para resolver el problema de regulacién de posi-
cién para un sistema mecdnico con friccion y una holgura eldsti-
ca. El error se ve disminuido debido al efecto del control He..
En el sistema mecdnico se utiliza una aproximacion estricta-
mente mondtona de una zona muerta para adecuar el sistema
a los requerimientos de la metodologia de disefio de control
H,,. La sintesis de salida propuesta para el controlador por mo-
dos deslizantes-H,, es adecuada para resolver el problema de
regulaciéon de la masa m;, cuando se cumple la desigualdad
B — M/m; > 0, incluso ante la presencia de perturbaciones
sup, [wi(#)] < M. Si la desigualdad no se satisface entonces el
controlador atenuara las perturbaciones y las discrepancias de
la zona muerta, siendo suficiente con incrementar la ganancia
del pardmetro S con el fin de satisfacer 8 — M/m; > 0. El error
¢ correspondiente a la masa m; en estado estacionario es cero,
sin embargo el error g3 para la masa m; estd dentro del con-
junto [—c/2, c/2], donde este error se ve corregido mediante el
control H,,. La aportacién de este trabajo es el disefio de con-
trol para regulacién de posicién utilizando modos deslizantes-
H,, en un sistema subactuado con una no linealidad tipo zona
muerta afectado por pertubaciones acopladas y desacopladas.
La efectividad del procedimiento ha sido apoyada por exper-
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Figura 7: Fuerza de contacto entre las masas, ocasionada por la holgura eldstica
y movimiento deslizante s, donde se aprecia que la variable s converge a cero
en tiempo finito (caso sin perturbacion externa).

imentos en la plataforma ECP-210 modificada para tener una
holgura eléstica.

English Summary

Robust Position Control for a Mechanical System with
Friction and an Elastic Backlash

Abstract

It is presented a control strategy that combines the tech-
niques of sliding mode control and nonlinear H,, control to
solve the position control problem of an underactuated mechan-
ical system with friction and an elastic backlash. It is shown
that the controlled system has a set of equilibrium points, and
all the closed-loop trajectories converge asymptotically to that
set, achieving a minimally bounded steady state position error,
in spite of the presence of certain types of disturbances. More-
over, the controller attenuates the effect of external disturbances
and uncertainties in the modeling of the plant. The controller
has been implemented in an experimental platform that verifies
the theoretical results.

Keywords:
Underactuated mechanical systems, robust control, sliding mode
control, H,, control.
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Figura 8: Errores de posicion de la primera masa ¢; y de la segunda masa g3
(caso con perturbacién externa).
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