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Resumen

La mayor parte de referencias de la literatura en control borroso plantean condiciones LMI para un modelo Takagi-Sugeno y dan por
terminado el problema una vez se obtienen resultados factibles. No obstante, dejan sin estudiar la region de atraccion obtenida. Este tra-
bajo propone probar que una zona, de forma prefijada, lo mas grande posible, pertenece al dominio de atraccion del origen de un sistema
no lineal. Para ello, se usan modelos borrosos polinomiales cuyo analisis puede ser llevado a cabo mediante optimizacion convexa (su-
mas de cuadrados). Asimismo, se utiliza informacion de la forma de las funciones de pertenencia para realizar iteraciones con la region
de modelado borroso, maximizando la region de atraccion probada, lo cual reduce el conservadurismo sobre otras propuestas. Copyright
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1. Introduccion

Una amplia clase de sistemas no lineales pueden ser expresa-
dos, de forma localmente exacta en una region de interés denotada
como £y, como sistemas borrosos Takagi-Sugeno (Takagi y Su-
geno 1985) (TS), mediante la metodologia “Sector Nonlinearity”
(Kazuo Tanaka y Hua O. Wang 2001). En dichos sistemas la no-
linealidad es expresada como una combinacion convexa de mode-
los lineales “vértice” cuyos coeficientes se denominan “funciones
de pertenencia”. La idea ha sido recientemente extendida a siste-
mas borrosos polinomiales y esta basada en la serie de Taylor (Sa-
la y Arifio 2009): los modelos borrosos polinomiales expresan no-
linealidades no polinomiales (o de grado alto) como una interpo-
lacion convexa entre polinomios.

Una vez estos modelos localmente equivalentes estan disponi-
bles, se puede explorar la estabilidad y el disefio de control utili-
zando técnicas borrosas. Actualmente, muchos trabajos proponen
control borroso mediante técnicas basadas en desigualdades ma-
triciales lineales (en adelante, LMI’s, del término inglés bien esta-
blecido “linear matrix inequalities”), ver (Boyd 1994), introduci-
das en el ambito borroso, en (Wang, Tanaka, y Griffin 1996; Ta-
naka y Wang 2001) con funciones de Lyapunov cuadraticas. Otras
propuestas usan funciones poliédricas (Amato et al. 2011), o no
cuadraticas (Guerra 2004).
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Las técnicas de suma de cuadrados (en adelante, referidas con
el acronimo SOS, del inglés “sum of squares”) introducidas re-
cientemente en (Prajna, Papachristodoulou, Seiler, y Parrilo
2004a) y (Prajna, Papachristodoulou, y Wu 2004) también han
sido aplicadas a modelos polinomiales borrosos (K. Tanaka, Yos-
hida, Ohtake, y H. O Wang 2007a), (Sala y Guerra 2008). Existe
literatura donde la idea se aplica a funciones de Lyapunov poli-
nomiales y controlador PDC (K. Tanaka, Yoshida, Ohtake, y H. O
Wang 2007b), controladores H,, adaptados al caso polinomial
(Prajna, Papachristodoulou, y Wu 2004), control de coste garanti-
zado para sistemas polinomiales borrosos (Tanaka, Ohtake, y
Wang 2009) o disefio de controladores polinomiales bajo pertur-
baciones acotadas (Ichihara 2008). El articulo de revision (A. Sala
2009) discute las ideas basicas en el modelado de estos sistemas y
las fuentes mas destacadas de conservadurismo al usar modelos
TS y polinomiales borrosos para el analisis y disefio de controla-
dores no lineales.

En la mayoria de referencias en la literatura se utilizan condi-
ciones LMI y SOS con el fin de probar estabilidad global y pres-
taciones de sistemas borrosos TS; sin embargo, probar estabilidad
global de un sistema TS puede suponer haber probado solamente
un dominio de atraccion local muy pequeiio del sistema no lineal
original. En efecto, aunque se haya encontrado una funcion de
Lyapunov V(x) decreciente, el modelo TS sélo es valido en una
region €, con lo que unicamente se ha probado estabilidad local
en el mayor conjunto invariante © = {x:V(x) < y} tal que ©
Q. Asi, si las funciones de Lyapunov resultan mal condicionadas
pueden ser de poca utilidad en la practica.
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El objetivo principal de este trabajo es, en el caso en que pro-
bar la estabilidad global del sistema no lineal no sea factible, ob-
tener la region local més grande de una forma predefinida que esté
probado que pertenezca al dominio de atraccion.

Este trabajo se basa, entre otras, en la idea de que, una vez se
ha obtenido un modelo borroso polinomial local de un sistema no
lineal en una region de interés “amplia”, Q,, se pueden obtener
resultados locales en una region mas pequeiia Q, sin necesidad de
remodelar, basandose en los valores extremos de las funciones de
pertenencia. En (Sala y Arifio 2006) se propone una expresion de
las funciones de pertenencia como combinacion de los vértices de
otras que permite reasignar el modelo original. El trabajo (Pi-
tarch, Arifio, y Sala 2011) la extiende al caso polinomial. Una vez
se acota el modelo en una region mas pequefia €, se obtiene la
region de atraccion que contiene a una zona de forma prefijada del
mayor tamaflo posible dentro de Q; Un procedimiento iterativo
sobre el tamafio de (, intentara obtener el mayor estimado posi-
ble del dominio de atraccion del sistema no lineal original.

La estructura del articulo es la siguiente: la seccion 2 presenta
la notacion y resultados preliminares bien conocidos en estabili-
dad de sistemas TS y polinomiales; asimismo, se concreta el pro-
blema a resolver. La seccion 3 discute la transformaciéon de un
modelo borroso cuando el maximo y minimo de las funciones de
pertenencia en una region son conocidos. La seccion 4 realiza un
andlisis de estabilidad para encontrar la region de atraccién mas
grande con forma prefijada y propone un algoritmo iterativo para
resolver el problema. La seccién 5 propone un refinamiento para
aumentar algo mas el tamafio de dicha region estable hallada. Fi-
nalmente, la seccién 6 muestra ejemplos para clarificar la metodo-
logia propuesta y una seccién de conclusiones resume las ideas
principales del trabajo.

2. Preliminares

Los sistemas borrosos Takagi-Sugeno (Takagi y Sugeno 1985)
son modelos de sistemas no lineales en la forma

%= A + B )

donde y; son las funciones de pertenencia, x los estados del siste-
ma, u la accion de control, n el nimero de reglas y w son funcio-
nes dependientes del tiempo (variables “premisa”) que se suponen
conocidas. Las funciones de pertenencia u; verifican:

uw) =1, uw)>0vw i:1..n

n
i=1

Si w incluye al propio estado del sistema, x, se trata de un mo-
delo de un sistema no lineal (que es precisamente la suposicion
usual en literatura de control borroso), si no lo incluye seria un
sistema lineal variante en el tiempo (LTV en literatura en lengua
inglesa (Neerhoff y van der Kloet 2001)).

Existe una metodologia sistematica de transformar (localmen-
te, en una region de modelado €),) sistemas no lineales autonomos
X = f(x) a modelos Takagi-Sugeno si las no-linealidades cum-
plen condiciones de sector (Tanaka y Wang 2001, cap 1). El mo-
delo linealizado clasico siempre esta incluido en la envoltura con-
vexa de los modelos vértice.

Recientemente (Sala y Arifio 2009), el modelado de sistemas
borrosos con consecuente lineal han sido generalizados al caso

polinomial. A los polinomios definidos sobre unas variables v
se les denotara con R,,.

En efecto, un sistema borroso polinomial es un sistema cuya
dinamica puede expresarse como

x = ple,u,w, ) 2

donde p(x,u, w, u) es un vector cuyos elementos son polinomios
en dichas cuatro variables, definidas anteriormente, tal que
p(0,0,0, u) = 0 Vu, de modo que el origen es siempre un punto de
equilibrio. Si el origen no es siempre un punto de equilibrio, de-
pendiendo de algunas variables externas, estas deben ser conside-
radas como entradas tipo perturbacion. Sistemas no lineales sufi-
cientemente diferenciables pueden ser modelados localmente co-
mo sistemas borrosos polinomiales en una region de modelado
€, de forma analoga a los modelos TS.

Por ejemplo en (Sala y Arifio 2009) se demuestra que, en la re-
gion Qy = {—1 < x < 1}, la nolinealidad sin(x) se puede expre-
sar exactamente como una interpolacioén entre dos modelos poli-
nomiales de 3er orden

sin(x) = py (x — 0.1585x3) + p,(x — 0.1667x3)

0, por ejemplo, de 5° orden

X3
sin(x) = x = =+ (4,0.0083336x° + 1,0.0081376x%)

dependiendo del término en el que se desee truncar el desarrollo
en serie de Taylor de sin(x). Asi, x = sin(x) podria ser represen-
tado como (2). Se omiten los detalles por brevedad y se remite al
lector a la citada referencia para detalles del proceso de modelado
borroso polinomial de sistemas no lineales basado en serie de
Taylor.

En muchas referencias en literatura se consideran modelos bo-
rrosos afines en control, que son un caso particular de (2):

%= uiw) (i) + Bi(ow) &)

Dado que el objetivo de este articulo es el analisis de estabili-
dad local, se supondra u=0 en los desarrollos a continuacién. No
obstante, los resultados presentados en este trabajo permitirian
estimar el dominio de atraccion a posteriori de sistemas borrosos
polinomiales en bucle cerrado, cuyos controles hayan sido disefia-
dos con las técnicas citadas en la introduccion. En efecto, si u en
(3) se sustituye por una ley de control u = k(x), pudiendo k(x)
contener términos polinomiales o constantes siempre que se cum-
pla que el origen siga siendo punto de equilibrio f(0, k(0)) = 0,
entonces la metodologia de analisis de estabilidad local propuesta
en este trabajo es aplicable.

2.1 Estabilidad de sistemas borrosos polinomiales

Considérese un sistema borroso polinomial que esta expresado
como (2), que modela un sistema no lineal sin perturbaciones
X = f(x) en una zona (,; del que se quiere analizar estabilidad
(local). Entonces, siguiendo las técnicas de modelado anteriores,
las funciones de pertenencia u son tinicamente funciones de x, y el
modelo queda:

x = p(x, u(w)) “4)

A la trayectoria del sistema no lineal % = f(x) que en el ins-
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tante #, pasa por x, se denotara como ¢ (t, x, to).

Definicion 1: Se entiende por dominio de atraccion local en la
region g, denotado con 0,, al conjunto de puntos del espacio de
estados cuya trayectoria ¢(t,x,ty) para cualquier ty no escapa
de la region de estudio Q, (donde el modelo borroso es valido
unicamente) y acaba en el punto de equilibrio asintoticamente
estable x=0.

0, = {x € Qy:Vty ¢(t,x,ty) EQy VL=t

t—>oo
ot x,ty) — 0} )
o
La teoria de estabilidad de Lyapunov prueba que el sistema (1)
con entrada nula u=0 es estable si existe una funcién V(x) tal que
V()=0y:

v _, “o (6)
a< , Vx\{x=0}

V(x) >0,
Las funciones de Lyapunov mas populares propuestas en la li-
teratura son formas cuadraticas: V(x) = x” Px. En sistemas borro-
sos TS lineales se pueden encontrar planteando un problema de
desigualdades matriciales lineales (Boyd 1994), (se usara el acro-
nimo LMI, ampliamente establecido en la literatura en lengua in-
glesa) de modo que con el software disponible para resolver estos
problemas de optimizacion se puede tratar de encontrar una matriz
P que cumpla las condiciones (6) o determinar si el problema LMI
no es factible. Se emplaza al lector a consultar (Tanaka y Wang
2001) para una amplia discusion.
Considerando ahora el sistema (4), con propositos operaciona-
les (Sala 2007), las funciones de pertenencia u(w), que son positi-
vas, seran descritas por el cambio de variable

— 2
Ui = 0;

que da como resultado un modelo:

X =p(x,0) (7

Teorema 1 (K. Tanaka, Yoshida, Ohtake, y H. O Wang 2007a):
El sistema (4) es globalmente estable si se es capaz de encontrar
un polinomio funcion de Lyapunov V(x) que verifique

V(x)—e(x) € Z, ®)

R(x, 0-) = _Z_Z ﬁ(x! 0) € Zx,a (9)

donde ¢ es un polinomio positivo radialmente no acotado, que
normalmente es Yx? (pero no necesariamente), y X, denota la
clase de polinomios en las variables v que pueden ser expresados
como suma de cuadrados (SOS, usando el acronimo ampliamente
establecido en la literatura inglesa (Papachristodoulou y Prajna
2002)).
o
En efecto, siendo V(x) un polinomio de grado arbitrario en las
variables de estado, V es también un vector de polinomios en las
variables x y o, que se denota como R(a,x) en (9). Si V(x) es
lineal en algunas variables de decision, entonces V y las expresio-
nes (8) y (9) también lo son y pueden ser directamente introduci-
das en paquetes de programacion SOS (Prajna, Papachristodoulou,
Seiler, y Parrilo 2004b; Toh, Todd, y Tutuncu 1999) para obtener

los valores de las variables de decision que cumplen con las
restricciones anteriores. Se pueden encontrar ejemplos de analisis
de estabilidad de este tipo de sistemas polinomiales borrosos en
(Sala 2007; Tanaka, Yoshida, Ohtake y Wang 2007) y (Sala y
Arifio 2009).

Un polinomio p(a) es SOS si y solo si existe un vector de mo-
nomios m(a) y una matriz constante semidefinida positiva H tal
que p(a) =m(a)THm(a); de esta forma los problemas SOS
pueden resolverse mediante herramientas de programacion semi-
definida, que se encargan de buscar A (Prajna, Papachristodoulou,
y Parrilo 2002). Todos los polinomios SOS son positivos, pero el
reciproco no es cierto (Reznick 2000; Chesi 2007), lo cual consti-
tuye una fuente de conservadurismo.

Nota: En el caso de que la busqueda de la funcién de Lyapunov

por el Teorema 1 sea insatisfactoria pero el sistema linealizado en

x=0 sea exponencialmente estable (por lo que el sistema no lineal

es localmente estable, ler teorema de Lyapunov), existen algunas

opciones a explorar:

= Probar con una funcién de Lyapunov global de mayor grado
(puede rapidamente agotar los recursos de computacion).

=  Afadir informacion de forma, si se puede, mediante restric-
ciones polinomiales: particionar el espacio de estados en re-
giones Q, donde se sabe que se cumplen un conjunto de res-
tricciones polinomiales r4(x, o). Se pueden incorporar a las
condiciones de Lyapunov como se explica en (Sala 2008),
ver Seccion 2.2. en este trabajo.

= Intentar probar estabilidad local en una region definida por
Qg = {x: h;(x) = 0}, siendo h;(x) “r” polinomios conocidos,
como se discute a continuacion.

2.2 Estabilidad local de sistemas borrosos polinomiales

El problema de estabilidad local se basa en modificar las con-
diciones (8) y (9) para que se cumplan tinicamente de forma local
en determinada zona de interés. Para ello, se usaran las siguientes
definiciones y resultados de (Jarvis-Wloszek et al. 2005, Pag 4-6).

Definicion 2: Dados unos polinomios {fi, ..., f,} € R, el Monoi-
de Multiplicativo g(fy, ..., f;) es el conjunto generado por todos
los productos finitos de f;, incluyendo el producto vacio.

El Cono $(fi, ..., f) generado por los f; es el conjunto de poli-
nomios:

oo fr) =

l
{So + Z Sibi
i=1

v el Ideal 3(fy, ..., f) generado por los f; es el conjunto de poli-
nomios:

(10)

l€Zy,s; €2, b; € g(fy, ---rfr)}

))

1
S ) = {Z Pife |l € Loy € Rn}
k=1

o

Estos conceptos son usados en el Teorema de “Positivstellen-
satz” (Jarvis-Wloszek et al. 2005, Pag 4-6). Una expresion del
mismo que resulta clave para el problema en estudio en secciones
posteriores se presenta a continuacion:

Corolario 1: El polinomio P(x) es positivo en una region

i:1,..,7r
Q= {x: hi(x) > 0,g;(x) = O'j: 1

t}’ si existen polinomios
g
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F(x) € o(hy, ..., h,) y G(x) € 3(g4, ---, G¢) que verifiquen

P(x)—F(x)+G(x) € X, (12)

o
La condicion (12) se resuelve numéricamente sustituyendo
F(x) =Yt 1 sebe y G(x) = XL_; P gk» tomando un nimero fi-
nito “/” de términos by, (x) € g(hy, ..., h,). A continuacion, se fija
el grado de los multiplicadores s (x) y pi(x) y se afiade que
s, (x) sean SOS. Los coeficientes de los polinomios son variables
de decision que pueden ser obtenidos con herramientas como
SOSTOOLS (Prajna, Papachristodoulou, Seiler, y Parrilo 2004b)
o0 YALMIPSOS (Lofberg 2009).

Observacion: La condicion (12) es necesaria y suficiente cuando
el grado de los polinomios F(x), G(x) — oo y se toman todos los
posibles productos que componen el cono e ideal. Evidentemente,
como se detalla en las anteriores referencias, puede existir una so-
lucién al problema que no se pueda obtener con el numero limita-
do de variables de decision establecido a priori en el codigo numé-
rico.

Para intentar probar estabilidad local en una region definida
por h;(x) = 0, siendo h;(x) “r” polinomios conocidos, puede rea-
lizarse adaptando el Teorema 1 con Corolario 1:

Corolario 2: El sistema (2) es localmente estable en una region
{x:V(x) <y} < {x:hi(x) = 0} si el siguiente problema SOS es
factible

V(x) —e(x) —Fi(x) € 2y (13)

R(x,0) = —Z—Z plx,0) — F,(x) € %, (14)
para polinomios {F,(x) F,(x)} € g(hy, ..., h,.). Entonces (8) y (9)
se cumplen localmente en la region de modelado borroso definida
por las “r” restricciones polinomiales h;(x) = 0.
o

Segtn las definiciones previas, el corolario permitiria probar
que {x:V(x) <y} c 0, si se definen unas h; adecuadamente de
modo que Qg = {x: h;(x) = 0} esté incluida en la region de vali-
dez del modelo €}, . Una vez se han resuelto (13) y (14), hay que
determinar el valor maximo de y para que se cumpla la inclusion
{x:V(x) <y} cQq.

Otras aplicaciones del Teorema 1 con condiciones de localidad
mas complejas seran discutidas en secciones posteriores.

2.3 Planteamiento del problema

Las anteriores técnicas solo plantean una respuesta positiva o
negativa al problema de estabilidad local abordado en el Corolario
2. No obstante existen dos inconvenientes:

1.  Obtienen una funcién positiva decreciente, pero real-
mente el dominio de atraccion local probado es, en principio,
Gnicamente la equipotencial {x: V(x) < y} mas amplia inclui-
da en la zona de estudio Q,. Si el interés es el garantizar que
unas condiciones iniciales en determinada zona (de forma pre-
fijada a priori) convergen al origen, dicha zona puede ser muy
pequeiia si la solucion obtenida no esta bien condicionada.

2. Si el sistema no lineal original es modelado en una zona
amplia Q, entonces el modelo borroso polinomial incluye en
sus modelos vértices, aspectos del sistema que estan fuera de

la zona de atraccion probada, lo cual es obviamente con-
servador.
Xy | X2

f\ = y
Y 7
9 { Qp

Figura 1. Problemas de condicionamiento (izquierda) y de conservadurismo
asociado al modelado (derecha) en estudio de estabilidad local.

Por ejemplo, en la Figura 1 (izq.), la funcion de Lyapunov con
curvas de nivel elipsoidales en €, prueba un circulo muy pequefiio
y, de hecho, el circulo probado con una region de estudio mas pe-
quedia Q; = Q, es de tamafio mayor. Esto es debido a que los mo-
delos vértice estan menos separados (Figura 1 (der.)) al modelar
solo en Qy, con lo que el problema del Corolario 1 asociado es
mucho menos restrictivo.

El objetivo de este trabajo es, dada una zona de forma prefijada
alrededor del equilibrio (por ejemplo esférica o cubica), encontrar
el mayor factor de escala tal que la region escalada esté incluida
en el dominio de atraccion local de la region de modelado €. Pa-
ra reducir el conservadurismo, se modifican las técnicas anterior-
mente expuestas en esta seccion, para utilizar un subconjunto
convexo del modelo original valido s6lo en una zona mas pequefia
de estudio, de forma que se aprovecha la informacion de la zona
de modelado Q,.

3. Modelos borrosos polinomiales locales

Como se ha comentado, dado un modelo TS, que modela un
sistema no lineal en una region inicial de modelado €, si se pre-
tende analizar la estabilidad en una region de interés Q, €, so-
lo son necesarias determinadas caracteristicas locales del modelo
inicial.

Para analizar la estabilidad local de un modelo borroso TS (1)
o un modelo borroso polinomial (4) en una cierta region, el mode-
lo original se puede modificar utilizando la informacién propor-
cionada por las funciones de pertenencia.

La idea es expresar las funciones de pertenencia pu(w) de un
modelo borroso, en un subconjunto de €, como una combinacién
convexa de unos ciertos vectores vértice v,. La demostracion para
el caso de un modelo TS se propuso en (Pitarch, Arifio, Bedate y
Sala 2010), y se extendid al caso polinomial en (Pitarch, Arifio, y
Sala 2011), como sigue:

Lema 1: Si las funciones de pertenencia u(w) de un sistema bo-
rroso polinomial descrito como (3) en una region Q, pueden ser
expresadas como una combinacion convexa' de unos vectores vér-
tice v € R™, k:1... n,, de elementos vy, i:1..n

ww) =02 BeWvy;, YwEQ,, i:1..n

(15)

1 Lo . ; s .
Los vértices v, pueden ser obtenidos facilmente a partir de las
cotas minima y maxima en (.
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Zﬂk(w) =1 BwW)>0VweQ, k:1..n,

k=1

entonces, para modelos borrosos polinomiales (4) el sistema pue-
de ser transformado a

ny
%= BewIp () (16)
k=1
donde los nuevos vectores de polinomios vértice son:
n
PG = ) vpi () (7

i=1

Demostracion: Los detalles se han omitido por brevedad pero se
pueden consultar en (Pitarch, Arifio, y Sala 2011).
O
Se pueden usar métodos basados en la teoria de programacion
lineal (Luenberger 2008) para enumerar los vértices vy; del citado
politopo (relacionado con la obtencion de soluciones factibles en
un problema LP).

4. Analisis de estabilidad local
Usando los modelos transformados (16), se pueden obtener re-
sultados de estabilidad local con las propuestas de la seccion 2.
Lema 2: La region © C O, definida como
0 ={x:V(x) <V, V(x) >0} (18)

pertenece al dominio de atraccion local en la region de interés Qy
del sistema (4) en el punto de equilibrio x=0 si

Vy <min{V(x) | x € 9Q4} (19)
donde 00 denota la frontera de Q,, y V (x) verifica:
V() >0 vx€eQ, \{x=0} (20)
av
Epk(x)* <0 VxeQu\{x=0} k:1,..,n, 1)

Demostracion: Como, por Lema 1, el sistema puede expresarse
en Q4 como (16), si las condiciones (20) y (21) son factibles para
una cierta funcion V(x), entonces, se ha encontrado una funcion
de Lyapunov que prueba estabilidad asintotica global (Khalil
2002, cap 6.4) del sistema borroso (16), idénticamente igual a (4)
en la zona Qy, y que ® es un conjunto invariante (Khalil 2002,
cap 4.2) para cualquier valor de Vy; en (18), pero solo para aqué-
llos que verifican (21) en (4), dado que la expresion (16) no es
valida fuera de Q, En efecto, solo se puede probar estabilidad
local en la region mas grande contenida en Qg la cual vendra
definida por un valor

Vi = i,V @)

m
El siguiente lema permitira determinar cuando un conjunto limita-
do por una curva polinomial (por ejemplo, una curva de nivel de
una funcién de Lyapunov) contiene una region @ de forma prefi-
jada.
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Lema 3: Sea @ una region definida por la interseccion de n,
polinomios fijados a priori k;(x), tales que el interior de ® con-
tiene al punto de equilibrio x=0

®={x:k(x) =0 i:1,..,n} 22)

y cuya frontera es la union de los conjuntos definidos por:
Bi={ki(x) =0, kj(x) =0 j#i} i:1,..,n,

Sea g(ky, ..., ky,) el monoide multiplicativo generado por las
restricciones B, sea I(k;) el ideal generado por k;(x) asociado a
B, y sea p(kl, s knr) el cono generado por el conjunto de poli-
nomios que definen la region @. Entonces la region 0 =
{x: q(x) < 1} contiene a la frontera de la region @ si las siguien-
tes n, condiciones SOS

—(q) -1 —-F(x)-G6Gx)ex, i:1,.. (23)

)Ny

son factibles. Donde F;(x) € §(ky, ..., k, ) y G;(x) € J(k,).

Demostracion: Tomando (q(x) —1) =0, si existen polinomios
Fi(x) € go(kl, ) knr), G;(x) € 3(k;) y g € R, que verifiquen

(@) -D+FE)+6Gx)+g9°=0

entonces el conjunto de valores {x:q(x) —1 > 0} N B; es vacio
por el Teorema 2. Esto se prueba, realizando un cambio de signo,
si (23) es factible.

o
Definicion 3: Dada una region de forma prefijada ®, definida
como (22), se llamara conjunto escalado al conjunto
®, ={x:k;Ax) =0 i:1,..,n,}cQq y a A se le denotard
como factor de escala. En ocasiones, se usard la notacion
&, = Ad,. Por simplicidad, se denotard con k;(x) a k;(1"'x)
para un A fijo, conocido.

Supoéngase ahora la region de modelado Q, definida por una
serie de restricciones polinomiales

Qg = {x:h(x) =0 i:1,...,m,} (24)

Una expresion similar a las consideradas en el Lema 3 servira para
determinar que una curva de nivel de la funcion de Lyapunov esta
contenida en 4. Con ello, se puede probar el siguiente resultado:

Teorema 2: Considérese el sistema (4) y sea V(x) una funcion
polinomial de grado prefijado. La region con forma prefijada (22)
y factor de escala 4, ®, = {x: k;(x) = 0}, supuesto )\ conocido,
pertenece al dominio de atraccion local de x=0 en una region de
interés Qg C Qq, definida en (24), si el siguiente problema SOS es
factible

—(V@) = D) = Fin() + G €3, milm,  (25)
WV(x)—1) —F(x) + G, (x) €2, i:1,..,m,  (26)

V(x) —e(x) = To(x) € Z, @7

_Z_Zpk(x)* —e(x)-T(x)€Z, kil,..,n, (28)

donde  Fyp(x) € p(ky, o kn.),  Gin(x) € S(ky),  {For(x),
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TO (X), Tk(x)} € P(hlr R hnh)’ GZ[(X) € 3(hr,)

Ademas, la region @ = {x:V(x) < 1} esta también contenida
en el dominio de atraccion local de x=0.

Demostracion: Por ‘“Positivstellensatz” se demuestra que las
condiciones (27) y (28) implican (20) y (21). Por Lema 2 enton-
ces V(x) es funcion de Lyapunov y junto con (26), la region
0 ={x:V(x) <1} c 0,. Con la condicién (25) se garantiza que
la region ®, de tamario A estda contenida en la region © =
{x:V(x) < 1} por Lema 3. A su vez, por condicion (26) y ser
V(x) funciéon de Lyapunov, se mantiene © y por consecuente ®,,
dentro de la region de interés Q.

o

4.1 Algoritmo Iterativo.

Los resultados de las secciones anteriores se pueden combinar
para obtener un algoritmo que calcule, por ejemplo, una estima-
P 5 - — [y T2
cion de la region esférica @ = {x:x"17“x < 1}, centrada en el
origen, de radio 4, con el A mas grande para la cual la estabilidad
exponencial esté asegurada, usando una zona de modelado que es
un politopo simétrico que contiene a x=0:

Qo =f{x:(al x)? <1 i:1,..,n,} (29)
Y una serie de zonas de interés menores con factor de escala p:
a \
Q= {x: (Fl x) <1 i1, ...,nh} (30)

dado que son un caso particular del Teorema 2. No obstante, el
Teorema 2 puede aplicarse a otro tipo de geometrias de Q,y ®.

La esfera mas grande a encontrar siempre debe estar contenida
en la regién €. Entonces, el radio maximo de la esfera Ap,,
puede ser calculado a priori como un problema LMI en el caso
mas general (Boyd 1994).

Baésicamente, el procedimiento primero comprobara los casos
extremos; [1] comprobar factibilidad en los problemas SOS pre-
sentados en la seccion 2 en toda la region de modelado Q, me-
diante el Teorema 1 o el Corolario 1, [2] comprobar estabilidad
del modelo linealizado alrededor de x=0.

En el caso en el que [1] no sea factible o se obtengan pobres
resultados y [2] si sea estable o bien sea marginalmente estable,
con lo cual el modelo no lineal si podria ser localmente estable
(Khalil 2002, cap 8), se propone el siguiente algoritmo para tratar
de encontrar mejores resultados.

Algoritmo 1: Considérese el sistema (3) modelado en una region
amplia Q.

1. Definir una nueva region Q4 € Qy|Qy = pQy tomando un
p = po = 0y expresar el sistema (3) en Qg como en (16) uti-
lizando Lema 1.

2. Fijar un grado maximo para el polinomio funcion de Lya-
punov V(x).

3. Resolver el siguiente problema:
Maximizar A sujeto a

0<1<pAya 31

Nnp aT 2
_ . -~ — 32
V(x) — (%) +;ﬁl(x) <<p x> 1) €z, (32)
a \’
V) =D+ eu(x) <<j x> - 1) +
Mh af 2 (33)
Z @ij(x) <<—] x) - 1> €X, itl,..,n,
7= p
J#i
—W@) -1+ P(x)(x"T12x—1) €, (34)
a
_apk(x) —e(x) +
(35)

Np a’[‘ 2
Z)fik(x) <<—l x) - 1> €%, k:1,..,m,
i=1 p

con multiplicadores {9; ¢;; Xix} € Zx ¥ {®ii Yo} € Ry.

4. Incrementar el factor de escala p = p + Ap si p < 1y vol-
ver al paso 2. En el caso que p =1 o el problema no sea
factible, se acaba el algoritmo.

O

El algoritmo proporciona una aproximacion a la region esférica
mas grande de x=0 perteneciente al dominio de atraccion local en
Q,, utilizando una funciéon de Lyapunov polinomial de grado pre-
fijado, las técnicas LMI/SOS presentadas en el Teorema 2 y reali-
zando un barrido de la region de modelado, en este caso mediante
el factor de escala p, minimizando A por biseccion en cada itera-
cion.

Se obtendrian esferas mayores subiendo los grados de la fun-
cion de Lyapunov o de los multiplicadores, incorporando produc-
tos cruzados de restricciones,, o realizando una exploracion con
regiones Q; — Q, que no tienen por qué ser un escalado simétrico
de Q().

Como se observara en los ejemplos, el valor minimo de 1 en
funcion del factor de escala de la region de interés p puede tener
varios maximos locales, siendo ésta la razén por la cual se propo-
ne realizar una exploracion.

5. Expansion del dominio de atraccion

Las técnicas presentadas tanto en este trabajo como las comen-
tadas de la bibliografia (véase secciones 1 y 2) obtienen como re-
sultado un subconjunto del dominio de atraccion local definido
por la equipotencial V(x) < 1 contenida en la region de interés
Q. Es un resultado conservador: el dominio de atraccion local en
Q, podria ser mayor que el encontrado, debido a la limitacion im-
puesta de que el dominio de atraccion esté formado por la equipo-
tencial de V(x) = 1 que tiene que estar contenida en la region de
validez del modelo borroso.

Mediante el siguiente resultado, se puede ampliar el dominio
de atraccion probado en la misma region de interés Qg, utilizando
la funcion de Lyapunov V (x) antes obtenida, sin necesidad de in-
crementar la complejidad computacional de los problemas
LMI/SOS anteriores.

Lema 4: Dada una region de modelado borroso Q, definida como
(24), conocidos los conjuntos B; que definen la frontera de dicha
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region (08)),
B, ={h(x)=0,h(x)=0 j#i} i:l,..,n,

y dada una funcién de Lyapunov polinomial V(x) obtenida por
Teorema 2, o cualquier otro procedimiento, la region mds grande
probada mediantes técnicas SOS perteneciente al dominio de
atraccion local se obtiene resolviendo el siguiente problema:

Maximizar y sujeto a

V) =) —F() = G(x) €X, i:1,..,my (36)
para polinomios F;(x) € g(—h;, hy, ..., hy,) v Gi(x) € 3(hy).
El mayor dominio de atraccion © probado es:
O={x:V(x) <y,x€ Q4} =
{x:min(y —-V(x), hi(x)) >0} (37)

Demostracion: La idea basica es que en la frontera de Q; (0Q),
puede haber zonas definidas por

R, = {x € 30|k, (x) > 0,h; = 0,h; = 0} © i.’;'inh

(33)
es decir, donde las trayectorias del sistema en 0Q, apuntan hacia
dentro de dicha region. Entonces, no es necesario que V(x) <y
esté contenido en Q;5i V(x) <y no intersecta con las zonas de la
frontera que no pertenecen a algun R;. Asi, el objetivo es probar
el mdaximo y para el que:

V) <y,x€B} = h(x)>0 i:1,..,n, (39)

Con dicho y, (37) define un conjunto invariante. En efecto,
partes de la frontera de O estan en la frontera de Q, y otras estdn
en V(x) =y. Por (39) si un punto x de la frontera de © estd in-
cluida en la de Q,, entonces no abandona Q, porque fli(x) >0,y
si el punto x de la frontera de © esta en el interior de Q, la con-
dicion de que V (x) es decreciente en el interior Qg (secciones an-
teriores) nos asegura que contintia estando en © en el futuro.

Entonces, como (37) es un conjunto invariante y solo el origen
pertenece al conjunto {x:V(x) = 0}, por el Teorema de invarian-
za de LaSalle (Khalil 2002, sec 4.2) el conjunto © forma parte del
dominio de atraccion local de Q.

Para probar (39), teniendo una funcién de Lyapunov V(x) en
Q,, se debe probar que todos los conjuntos

¢ ={V(x) <y, hi(x) <0,h(x) =0,

hi(x)z0vj=#i} i:1..my

son vacios. Por el Teorema de “Positivstellensatz”(Jarvis-
Wiloszek et al. 2005, pag. 5), ¢; es vacio si la siguiente afirmacion

G2+ (y—VE@) +F(x) +G(x) =0

es cierta para polinomios g € Ry, F;(x) € $(—hy, hy, e hn) v
G;(x) € 3(hy), pudiéndose probar mediante un cambio de signo,
que es la condicion (36).
mi
La nueva estimacion del dominio de atraccion encontrada
siempre sera mayor que la determinada en secciones anteriores.

Nota: Si con la ejecucion del Lema 4 se obtienen resultados
y — oo, significa que el dominio de atraccion probado ® es toda la
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region Qg , lo que da a entender que podemos modelar el sis-
tema no lineal en una region de interés mas grande obteniendo,
muy probablemente, un dominio de atraccién mas grande.

6. Ejemplos

En esta seccion se presentan dos ejemplos que ilustran el pro-
cedimiento propuesto. Se muestra la evolucion del radio de la es-
fera maxima estable garantizada cuando se incrementa la region
de modelado y ademas se muestra la forma del dominio de atrac-
cion local estimado por el método.

Ejemplo 1: Sea un modelo borroso polinomial de dos reglas, con
sus correspondientes funciones de pertenencia, dado por:

2
X = Z wi (x0)p; (x) (40)

=1

_ 2
() = eGP Dy (0) =1 — py (%)

) - (—0.116x1 +0.015x + 0.0603x2)

P1) =X 0.2x2x, — 0.0603x, — 0.4711x,
() - (—0.1106x1 +0.03x4 — 0.2796x2)

P2X) =\ _0.1x2 + 5.8714x, — 0.4763x,

Se define Q,; como una regioén cuadrada en el plano (x;, x,)
dada por:

Qg = {x: |(Op—1k)x| < 1,|(:—ko)x| <1}

donde £ es el nimero de iteracion y p; es el factor de escala que
cambia en cada iteracion.

En este caso, la monotonia de las funciones de pertenencia con
la distancia al origen implica que su maximo y minimo son fécil-
mente calculables: los valores maximo y minimo de u; en Q,; se
obtienen facilmente en el centro (maximo de y;, minimo de u,) y
el vértice extremo del cuadrado (minimo de y;, maximo de p,)
que denotaremos por €. Por lo tanto los vértices v; son

(41)

Vg = llfl =1;(0), vy = pit =y (§)
Vo = Uyt = 1,(0), vy, = lew = u(§)

Los procedimientos en las secciones anteriores permiten de-
terminar la esfera mas grande alrededor de x=0 para la cual se
cumplen las condiciones de estabilidad local. En este primer
ejemplo se ha elegido estabilidad cuadratica por simplicidad.

Considérese en la primera iteracion p; = 0.01 y las siguientes
iteraciones en incrementos de 0.01 hasta alcanzar la no factibili-
dad del problema SOS. La esfera mas grande se obtiene resol-
viendo las condiciones de estabilidad local SOS del Algoritmo 1
para cada region Q, reemplazando (35) por

—2[x, %,]P(ud'py + u'p,) — £(x) +

l/)1(x12 - Pz) + wz(x% - Pz) =Z, (42)
—2[x; %, ]P(uipy + pl'p,) — £(x) +
Y, (xf = p?) + P, (xF —p») =3,  (43)
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Los elipsoides y la esfera mas grande contenida en cada uno de
ellos se muestran en la Figura 2 (izquierda) para algunos valores
de la exploracion. Obsérvese como los elipsoides mal condiciona-
dos dan lugar a un area muy pequefla, en comparacion con el cua-
drado de interés en el cual la funcién de Lyapunov decrece, y este
hecho se acentiia mas cuando se observa la region esférica: Por
ejemplo, con cuadrado de lado 0.6, la maxima esfera estable posee
un radio de 0.18, i.e., esta area es solo el 7% de la de la region
cuadrada donde el modelo borroso es valido.

DoA probado
Max. esferas

Figura 2. Izq: Dominios de atraccion para diferentes tamanos de regiones de
operacion (cuadrados). Der: Evolucion del radio con diferentes tasas de decre-
cimiento y funcion de Lyapunov cuadratica (modelo polinomial).

Ahora, si se prueba una determinada tasa de decrecimiento o
para este sistema, solo se necesita aiadir

—2alx;y x,]P[x; x,]"

a las condiciones (41) y (42). Entonces, empezando con un o=0,
incrementando a las condiciones SOS se hacen mas restrictivas
asi que el radio maximo probable sera menor. La Figura 2 (dere-
cha) muestra la evolucion del radio de la esfera mas grande pro-
bable con Q; para diferentes tasas de decrecimiento. La linea de
arriba corresponde a estabilidad simple (a=0).

Como se puede observar las curvas no siguen una evolucion
creciente debido a que al aumentar la zona de estudio los modelos
vértice también expanden la distancia entre ellos introduciendo
mas incertidumbre, lo que se refleja en un claro condicionamiento
progresivamente peor. No obstante, después de un “empeoramien-
to” ocurre que al ampliar la zona de modelado no se introduce
ninguna nueva no linealidad y el radio crece de forma monétona
hasta alcanzar la no factibilidad. En resumen, no se puede probar
ninguna caracteristica de monotonia en la evolucion del radio por-
que depende de las caracteristicas particulares del sistema no li-
neal subyacente en la region de modelado elegida.

Ejemplo 2: Considérese el sistema no lineal siguiente:

. —3x; + 0.5x,

= {(—2 + 3sin(x;))x, (44)

El objetivo es encontrar una funcion de Lyapunov en la region:
Qo = {(x1,x,)|4% —x} = 0,4 —xZ = 0} 45)

de la no linealidad sin(x;) en €, siguiendo la propuesta basada
en series de Taylor (Sala y Arifio 2009). El modelo borroso poli-
nomial resultante, utilizando la descomposicion de Taylor hasta
grado 3, es:

(46)

sin(x;) — x; + 0.074325x3
—0.0923417)613

wx) = U (X) =1 —py (%)
_ { —3x; + 0.5x,
Pr%R) = o, + 3, (x, — 0.166667xH), (x)

_ { —3x, + 0.5x,
P2(% 1) = g, 4 32, (x, — 0.074325x), (%)

Utilizando la metodologia descrita en la seccién 3 y expresan-
do la region de exploracion como en (40), la esfera mas grande se
obtiene iterando con p; como en el ejemplo anterior y resolviendo
las condiciones de estabilidad local SOS del Algoritmo 1 para ca-
da region Q,y , reemplazando (35) por

dv
_ d_xl d_xz [pl(x,'ufl) +pz(xrﬂ£n)] —E(X) +
i = p?) + (6 — p?) =5, (47)
v dv
= E] [p2 G, ) + p, o, D] — £(x) +

P (F = p?) + 1, (xF —p?) =, (48)

donde pf*, uft, ud! y ub! se calculan de forma similar al caso ante-
rior ya que [y, en la zona de estudio Q, crece a medida que nos
alejamos del origen.

Si estudiamos primero estabilidad cuadratica, se obtienen re-
sultados similares al Ejemplo 1 afiadiendo que en este caso ade-
mas varia la orientacion de los elipsoides encontrados a medida
que aumenta la region de estudio. Posteriormente se ha estudiado
utilizar grados superiores de la funcion de Lyapunov para com-
probar la mejora en estimacion del dominio de atraccion real. En
la Figura 3 (derecha) se puede observar como tomando V(x) de
cuarto y quinto grado se logran encontrar esferas, pertenecientes
al dominio de atraccion en {4, mayores que con estabilidad cua-
dratica. En efecto, a partir de p = 2.1 las funciones de Lyapunov
cuadraticas disminuyen rapidamente su condicionamiento y dan
lugar a esferas menores.

lugar a esferas menores.

X,

1
Figura 3. Izq: Dominio de atraccion convencional (Algoritmo 1) y expandido
(Lema 4) utilizando funcién de Lyapunov de cuarto grado. En rojo zonas
prohibidas de 80, donde A(x) < 0. Der: Mejores dominios de atraccién
encontrados para funciones de Lyapunov de diferentes grados.

Una vez obtenida la funcion de Lyapunov y teniendo en cuenta
los resultados anteriores, se puede aplicar a posteriori el procedi-
miento explicado en la seccion 5. Para ello, definiendo las restric-
ciones de (24) como hy = p, — x5, hy = pr—x4, h3 = —pr—x; y
h, = —pr—x,, los bordes del cuadrado de estudio son:

Bi(x) = {x1 | —pr < %1 < pro X2 = pic}
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By(x) = {x2 | —pi < % < P X1 = P}

—Pi}
—pi}

Con las zonas del borde donde las trayectorias del sistema
apuntan hacia dentro de la region 2, el Lema 4 puede calcular
una equipotencial de V(x) mas grande hasta que se interponga
alguna zona del borde donde h(x) < 0.

Bs(x) ={x; | —px S x1 S pr,xy =

By(x) ={xy | —px < %3 < ppoxy =

Como resultado de este procedimiento en la Figura 3 (izquier-
da) se muestran las regiones prohibidas del borde (en rojo), cal-
culadas numéricamente, donde las trayectorias del sistema aban-
donan el cuadrado de modelado y la expansion de la region de es-
tabilidad probada por Lema 4 hasta que la equipotencial de la
funcién de Lyapunov toca una de estas regiones prohibidas. Como
se puede observar, en este caso, mediante este procedimiento de
expansion se consigue ampliar la maxima region esférica estable
alrededor del origen sin ampliar el orden de la funcién de Lya-
punov.

Para tener una idea de cuan conservadores estamos siendo con
esta técnica, en la Figura 4 se han trazado las trayectorias del sis-
tema desde varias condiciones iniciales de forma que se estime el
dominio de atraccion real del sistema no lineal. A estas trayecto-
rias se le superpone el mejor dominio de atraccion probado por la
metodologia propuesta (Algoritmo 1 + Lema 4), utilizando una
funcion de Lyapunov de grado 7. Se puede observar que se ha es-
timado bastante bien la esfera de radio maximo dado que, en efec-
to, la curva de la funcién de Lyapunov (que rebasa el borde de la
region €, debido a la expansion en Lema 4) se ajusta bastante al
limite del dominio de atraccion en el cuadrante superior derecho,
y la esfera es tangente a ella.

10 \W/
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2// \\ Trayectorias del sistema
-8 Dominio de atraccion probado
& l \k ””” Mdxima eifem emrmtrada
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Figura 4. Plano de fase del sistema no lineal junto con la region de atraccion
estimada con funcion de Lyapunov de orden 7.

Finalmente en la Figura 5 se muestra la evolucion del radio de
la esfera mas grande contenida utilizando funciones de Lyapunov
de varios drdenes, comparando antes y después de aplicar la ex-
pansion presentada en la seccion 5. El nivel de mejora es menor
cuanto mas alto es el grado de la funcion de Lyapunov buscada

dado que ésta tiene mas flexibilidad para adaptarse al verda-
dero dominio de atraccion local. De hecho, en la Figura 4 apenas
se aprecia que la equipotencial maxima rebasa el borde del cua-
drado €, como se ve en las curvas verdes de la Figura 7.

35
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Figura 5. Evolucién del radio de la esfera estable centrada en el origen, con
varios grados de la funcion de Lyapunov en funcién del factor de escala de la
region de estudio.

Coste computacional. Para dar una idea del coste computacio-
nal de las propuestas de este trabajo, la resolucion de una iteracion
del Algoritmo 1 en un Intel Core 2 Duo P86000 y 4Gb RAM
DDR3 en este ejemplo cuesta 94 seg. para una funcion de Lya-
punov cuadratica y 100 seg. para grado 4 y 118 seg. para grado 6.
Se ha utilizado MATLAB 2008a con YALMIP, SDPT3 4.0 y
SOSTOOLS 2.03 para la implementacion.

7. Conclusiones

En este articulo se han abordado algunos problemas de mode-
lado y estabilidad local de sistemas no lineales, en un marco poli-
nomial borroso. El objetivo era encontrar la mayor region de for-
ma prefijada garantizando que ésta pertenece al dominio de atrac-
cion. Las herramientas computacionales utilizadas son la progra-
macion semidefinida para busqueda de expresiones suma de cua-
drados (SOS).

La idea basica es expresar las funciones de pertenencia me-
diante una expresion politdpica para tener en cuenta la informa-
cién local de ellas en una region de estudio reducida. EI mayor
factor de escala probable de la region de forma prefijada es una
funciéon no monotonica del tamafio de la region de interés que re-
quiere de una exploracion iterativa para ser encontrado.

Un segundo problema SOS permite expandir la region de
atraccion mas grande probada por el método, y por tanto aumentar
el factor de escala de la region de forma prefijada centrada en el
origen.

Los cambios de variable necesarios para expresar condiciones
de sintesis de controladores como LMI en sistemas polinomiales
afines en la entrada, no posibilitan aplicar de forma directa los re-
sultados de este trabajo a la sintesis. El problema de sintesis local
sin BMI es un problema abierto, tanto en esta como en muchas
otras referencias de la literatura.

English Summary

Domain of attraction estimation for nonlinear systems with
fuzzy polynomial models.



J.L. Pitarch et al. / Revista Iberoamericana de Automdtica e Informdtica industrial 9 (2012) 152-161 161

Abstract

Many approaches in fuzzy systems literature express LMI con-
ditions for a Takagi-Sugeno model and finish the problem once
those conditions are feasible. However, studying the obtained re-
gion of attraction and its relationship with the original nonlinear
problem is forgotten. This paper proposes to obtain a predefined-
shape zone, as large as possible, belonging to the local domain of
attraction of the origin of a nonlinear system. In order to do this,
local fuzzy polynomial models are used whose analysis can be
carried out by convex optimization (sum of squares). Moreover
membership information is used in order to do iterations with the
fuzzy modeling region, maximizing the size of the proven domain
of attraction, which reduces conservatism over existing results.

Keywords:

Lyapunov function, domain of attracion, fuzzy systems, Tak-
agi-Sugeno, polinomial systems, local stabilty, sum of squares,
conservatism.
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