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Resumen: En los dltimos anos se han desarrollado diversos métodos para controlar
sistemas mecdnicos subactuados. De hecho, dichos métodos no lineales han
conseguido resolver problemas muy interesantes desde el punto de vista de control.
Sin embargo, para obtener una solucién con estos métodos, normalmente es
necesario resolver un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
lo cual no siempre es posible. En este articulo, se presenta una metodologia
constructiva para disenar un controlador para una clase de sistemas mecanicos
inestables en bucle abierto y con grado de subactuacién uno. Para el diseno
se emplean principalmente las técnicas de linealizacién por realimentacién y
Lyapunov. La metodologia consiste en proponer una salida ficticia que se pueda
redisenar de forma constructiva para resolver el problema planteado, dando lugar
a una ley de control explicita, que permite tener en cuenta la friccion incluso en
las coordenadas no actuadas. Copyright © 2007 CEA-IFAC

1. INTRODUCCION

Este articulo presenta una metodologia de control,
basada en la linealizacién por realimentacién, para
sistemas mecdanicos con grado de subactuacién
uno y que pueden estar sometidos a fuerzas de
friccién incluso en las coordenadas no actuadas.
La metodologia estd basada en el diseno de una
salida ficticia a través de la cual es posible al-
canzar la estabilizacién del sistema en el origen,
no sélo asintéticamente sino exponencialmente.
Esta salida permite resolver el problema de forma
explicita, sin necesidad de resolver un sistema
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
dando lugar a una ley de control compacta, basada
en una linealizacién por realimentacién parcial y
un controlador externo disenado por Lyapunov.

Desde el punto de vista tedrico el problema de
control se ha abordado con un enfoque clésico (Isi-
dori, 1996; Marino y Tomei, 1995). Sin embargo,
los resultados obtenidos guardan estrecha relacién
con otros métodos de control desarrollados mas
recientemente, dando lugar a excelentes resulta-
dos tanto tedricos como experimentales. Asi, por
ejemplo, cabe destacar que al elegir como salida
ficticia funciones similares al momento conjugado
se obtienen resultados cuya estructura es similar
a los obtenidos en (Marsden y Ratiu, 1999; Blo-
ch et al, 2000), pero con la mejora de que con
el planteamiento presentado en este articulo es
posible dominar la friccién incluso en las coorde-
nadas no actuadas. Para ello, teniendo en cuenta
que tomando el momento conjugado no se puede
estabilizar asintéticamente la dindmica cero, se
redisena la salida usando un enfoque constructivo.
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Esto permite forzar la convergencia exponencial y
asintética de la dindmica cero.

La motivacién para el desarrollo de este trabajo de
investigacion ha sido principalmente la bisqueda
de un resultado tedrico con alto potencial para
la implementacién préactica, en la linea de los
trabajos de (Akesson y Astrém, 2001). En ellos
se trata de controlar sistemas pilotados inestables
en bucle abierto, en los que la ley de control
estabiliza al sistema, de forma que el piloto sélo
tiene que modificar las velocidades de referencia
de las variables actuadas.

En este articulo se presentan como ejemplos de
aplicacion el control de aeronaves de despegue
vertical, denomidado VTOL (vertical take-off lan-
ding), el péndulo con rueda de inercia y el péndulo
sobre el carro. En el primer ejemplo el angulo y
velocidad angular de alabeo (roll), asi como las
velocidades horizontal y vertical, son las variables
de salida del sistema, tal y como se emplean en
trabajos como los de (Bates y Postlethwaite, 2002;
Hyde, 1995; Pratt, 2000). En el segundo ejemplo,
se ha incluido como diferencia principal a los tra-
bajos de (Spong et al, 2001; Ortega et al, 2002;
Gomez-Estern et al, 2004) el hecho de incluir la
friccién explicitamente en el diseno del controla-
dor, permitiendo dominar el efecto desestabilizan-
te observado en los trabajos mencionados, y que
no permiten la estabilizacién asintética de la ve-
locidad de la rueda. En el tercer ejemplo, también
se ha introducido, como novedad, la friccién en la
coordenada subactuada, demostrandose de nuevo,
que gracias al controlador propuesto se consigue
dominar dicho término.

En cuanto a trabajos previos, el primer trabajo
relacionado fue (Acosta y Lépez-Martinez, 2005)
donde se planteé de forma intuitiva la idea de
linealizacién por realimentacién de forma cons-
tructiva, pero no se aporté ninguna demostracién
general de estabilidad asintética, lo cual ha sido
demostrado en el presente articulo. Otros trabajos
como (Acosta et al, 2005; Gémez-Estern et al,
2004) han servido de motivacién para resolver
el caso en que existan fuerzas de friccién en las
coordenadas no actuadas, pero con un enfoque
totalmente distinto, en el que ni siquiera hay que
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales.

El articulo esta estructurado de la siguiente mane-
ra: el segundo apartado describe la clase de siste-
mas subactuados a la que es aplicable la metodo-
logia propuesta. En el tercer apartado se presenta
el diseno del controlador y en el cuarto el resulta-
do principal de estabilidad asintética alcanzado.
En el quinto apartado se aplica la metodologia
a los tres ejemplos mencionados, y se presentan
resultados de simulaciéon. En el apartado de con-
clusiones se resumen las principales aportaciones

del trabajo presentado, asi como las futuras lineas
de investigacién y aplicacién.

2. CLASE DE SISTEMAS MECANICOS
SUBACTUADOS

Para definir la clase de sistemas a la que es apli-
cable la metodologia propuesta se partird de la
formulacion Lagrangiana para la obtencion de las
ecuaciones de movimiento, y posteriormente se
presentaran las hipdtesis que deben cumplir los
sistemas mecanicos para pertenecer a la clase. En
este articulo se aborda el problema de contro-
lar sistemas mecdanicos subactuados, entendiendo
como tales, aquellos que poseen menos entradas
independientes de control que grados de libertad.

Denotando las coordenadas y velocidades genera-
lizadas por (g, ¢) € R™ x R™ respectivamente, las
ecuaciones de Lagrange vienen dadas por

M(q)§+C(a,9)q+VU(@)+D(q) = [0 L] " 7 (1)

donde M € R™*"™ es la matriz de inercia del
sistema caracterizada por ser simétrica y definida
positiva, U € R es la funcién de energia potencial,
C € R™" incluye las fuerzas centrifugos y de
Coriolis, D € R™ ™ representa las fuerzas de
friccién y arrastre, y 7 € R™ el ntmero de
entradas de control independientes.

A continuacién se definird la clase de sistemas
mecéanicos para la que se ha resuelto el proble-
ma de control, obteniéndose una ley de control
explicita. La clase se refiere a un conjunto de
sistemas con grado de subactuacién uno, es decir,
m =n — 1, m > 1. Por esta razén, se hara una
particién del conjunto de coordenadas generaliza-
das ¢ = (2,X) € R x R*""1, donde el grado de
libertad subactuado se representa por la coorde-
nada z, y los de las actuadas por el conjunto de
coordenadas X. Con esta particién, las ecuaciones
de movimiento pueden reescribirse como

T .
miy myy| . [Fi(g,d)| _ | O

+ | = T, 2

[mw M22} 1 [Fg(q,q) I @)

donde ahora m;; € R, mis € R My €

R(=1x(n=1) y ge han introducido las funciones

escalar y vectorial Fy(q,q) € Ry Fy(q,q) € R* 1,
respectivamente.

En primer lugar se linealizardan parcialmente las
ecuaciones de movimiento (1), como se describe en
(Spong, 1996) donde se denominé collocated par-
tial feedback linearization (véase también Grizzle
et al, 2005). De hecho, tras realizar los pasos des-
critos en (Spong, 1996) es fdcil ver que el sistema
parcialmente linealizado resultante toma la forma
afin en control

- ; 7m1I—2(Q)
i= | @ Y 4 T e @
0 Infl
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donde la funcién escalar F(q, q) se definié como

Fi(q,d) £ e{ [C(g, @)+ VU(q) + D(@)], (4)

donde e; se refiere al i—ésimo vector de la base Eu-
clidea n—dimensional. Finalmente, el bucle interno
resultante viene dado por

T = |:_T7’112 Im:| |:F1(Q,Q):| + |:M22 - 7m12m1r2:| u
4,9 m

mi1

Observacion 1. En primer lugar, la funcién es-
calar mi; ha de ser uniformemente positiva para
que pueda invertirse, lo cual se verifica siempre en
sistemas mecanicos reales. En segundo lugar, los
elementos del vector mi> son no nulos al menos en
un entorno del origen. De esta forma, es facil ver
que si el rango(miz) < 1, entonces el sistema es no
controlable. En (Spong, 1996) a los sistemas que
verifican estas dos propiedades, se los define co-
mo sistemas fuertemente acoplados inercialmente
(strongly inertially coupled) cumpliéndose que el
rango(miz) = 1.

Una vez expresadas las ecuaciones de movimiento
en la forma antes descrita, se presenta la hipdtesis
general que define la clase de sistemas mecdnicos
subactuados considerada en el presente articulo.

Hipotesis 1. Los elementos de la matriz de iner-
cia m1; y mi2 no son funcién de las coordenadas
actuadas; la matriz Moy cumple que o bien es
constante, o bien es funcién de las coordenadas
actuadas; la funciéon de energia potencial puede
expresarse de la siguiente forma

Ulq) = V(2) + ®(X);

y las fuerzas de friccién y arrastre aplicados
al sistema pueden descomponerse como D(§) =
[D1 Ds]T, donde las fuerzas de friccién aplicadas
en las coordenadas no actuadas, denotado por D1,

satisfacen una de las siguientes dos condiciones

a) D1 = 0, no hay pares de friccién aplicados
sobre la coordenada no actuada.

b) Existe una constante positiva d; tal que
|ID1|| < d1]|2|, V 2 € Q CR.

Obsérvese que la Hipétesis 1 divide la clase de
sistemas dependiendo del caso de estudio. En
adelante se hara referencia a esta Hipdtesis como
la 6 1b.

Observacion 2. Puede compararse la clase de
sistemas dada por la Hipétesis 1, con los sistemas
con coordenadas ciclicas. De esta forma, si la sub-
matriz de inercia Mo no depende de las coordena-
das actuadas X, y la funcién escalar ®(X) es nula,
entonces las coordenadas X son las coordenadas
ciclicas.

La Hipdtesis 1 esencialmente impone que los ele-
mentos no actuados de M son funcién de la coor-
denada no actuada. Esta hipdtesis se verifica en
muchos ejemplos conocidos como, por ejemplo, la
aeronave de despegue vertical VTOL, el péndulo
con disco de inercia y el péndulo sobre el carro.

3. DISENO DEL CONTROLADOR

En este apartado se presenta la metodologia cons-
tructiva para la obtencion del controlador. La me-
todologia es una generalizacion del trabajo presen-
tado en (Acosta y Lopez-Martinez, 2005) para una
clase de sistemas para la cual se ha demostrado
estabilidad asintética. El controlador se obtiene en
varios pasos: En primer lugar se propone la salida
ficticia a construir y se desarrolla un controlador a
partir de la misma. En segundo lugar, se redisena
la salida para garantizar que la dindmica cero
del sistema sea asintoticamente estable y local-
mente exponencialmente estable. Finalmente, se
anade al controlador un término, disenado por
Lyapunov, para estabilizar la dindmica externa.
Una de las contribuciones més importantes de
este trabajo es que la salida redisenada permite
emplear, como funcién de Lyapunov, una funcién
compuesta obtenida con la funcién de energia de
la dindmica cero méas una funcién cuadrética de
la salida ficticia.

3.1 Diseno constructivo de la salida

Sea £(z) € R™! una funcién vectorial suave a
definir, es decir, continua y, al menos, derivable,
C2. Asi, dadas las ecuaciones de movimiento para
un sistema mecédnico subactuado (3) que verifica
la Hipdtesis 1, la salida a construir se define como

770(2,4) = [5(2) In—l] (ja 770() € Rnil' (6)

Obsérvese que la salida es una composicién no
lineal de las velocidades generalizadas. Sera di-
senada para que £ tenga rango completo, al me-
nos en un entorno del origen z = 0. Este punto
serd desarrollado mds adelante. A continuacién,
para obtener la dindmica cero asociada a esta sali-
da, se calcularan derivadas consecutivas hasta que
la entrada de control aparezca de forma explicita.
Siguiendo el procedimiento habitual se obtiene

o =€) + [€(2) Tua)
:
. P (5@ n_1>uu(7)

dz miy miy
(2)

donde se han usado las ecuaciones de movimiento
(3) en la tltima igualdad, se ha definido la matriz
A(z) € ROv=1Dx(=1) "y 3 representa el controla-
dor externo que sera definido méas adelante y que
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estabiliza de forma asintética la dindmica exter-
na. Obsérvese que el grado relativo de la salida
es uno, y que se obtiene una dindmica cero de
segundo orden. Asi, para una facil identificacién,
se denotard a lo largo de todo el articulo, como
Z = (z,%2) € R? para representar el espacio de
estados de esta dindmica cero. La ley de control
que linealiza el sistema se obtiene despejando la
entrada de control u, resultando

u=A""! (ﬁzﬂ— Mg—u), (8)

dz mi1

donde la matriz A(z) es no singular en el conjunto
F ={z €R:det(A) # 0}, siendo su determinan-
te, det(A) = m{y/m11€ — 1. Para obtener el valor
particular de la senal de control para la dindmica
cero, se hacen cero la salida n y sus derivadas,
obteniéndose que v = 0. De esta forma la senal de
control particular para la dindmica cero es,

ug £ uly=g = A <%z2 — Mf) .

dz mi1

Obsérvese que ¢ es la funcién vectorial a disenar
y que modifica el conjunto F y que por construc-
cién, el determinante det(A) # 0 al menos en
un entorno del origen z = 0. Esto puede verse
facilmente desarrollando en serie de Taylor. El
conjunto F normalmente se denomina region de
factibilidad (feasibility region) (Liy Krstic, 1997).
La cuenca de atraccién puede estimarse por la
intersecciéon de la regién de factibilidad y el mayor
subconjunto compacto de la funcién de Lyapunov,
incluyendo el equilibrio deseado. En el préximo
apartado la funcién vectorial £(z) serd disenada
para que estabilice la dindmica cero asociada a la
salida ficticia propuesta (6).

3.2 Diseno de la funcion vectorial £(z)

En este apartado se disenara la funcién vectorial
&(z) de la salida. Para ello, se propone emplear
una funcién escalar denotada por Eg(Z) € R
y que representa una funcién de energia para
la dindmica cero asociada a la salida (6). Esta
funcién se define como

B(2)= JA@2 4V - V), ()

donde Vj es una constante que representa la
energia potencial de referencia y donde la funcién
escalar A(z) € R, se define como A £ myidet(A).
Esta funcién de energia serd empleada maés ade-
lante como candidata a funcién de Lyapunov para
la dinamica cero, y a partir de ahi se podra cons-
truir la funcién vectorial £(z). Para ello, se cal-
culard la derivada de la funcién de energfa (9)
a lo largo de las trayectorias del sistema, y ésta
dard la clave para elegir £(z). En este punto, se
puede enunciar el primer resultado general en el
siguiente lema:

Lema 1. (Condicién Geométrica). Considérese el
sistema dindmico dado por las ecuaciones (3) bajo
la Hipdtesis 1a, y el controlador dado por la ecua-
cién (8). Entonces, la funcién (9) es una constante
de movimiento a lo largo de las trayectorias del
sistema, es decir, Ey(t) = 0,Yt > 0, si la funcién
vectorial, £(z), se define como

f(Z) é Kl mlg(Z) (10)

siendo K; = K|, K; € R=Dx(n=1) "yna matriz
constante simétrica de rango completo. Ademas,
sea el conjunto Q 2 {z € R| A(z) > 0}, y elijase
Ky > 0y Vo > 0, entonces la funcién (9) es
definida positiva en €2, y puede interpretarse como
una funcién de energia para la dindmica cero en
ese conjunto.

Demostracion. Para demostrar el lema es nece-
sario calcular la derivada respecto al tiempo de la
funcién de energia (9), pero para ello se han de
obtener las ecuaciones de la dindmica cero. Asi, la
dindmica cero se obtiene haciendo ng = 19 = 0,
lo cual implica v = 0. Sustituyendo la entrada
de control (8) en la primera ecuacién de (3), y
simplificando la expresion se obtiene

1
o __ L p
z m11( 1(q,4) + mipug)
:_FI(Q7q.)_m_I2A—1 (ng_Fl(CLQ)g)
miy mi1 dz mi1
:_Fl(qaq) (1—m—]—2A_1§)—m—1r2A_1§22
mi1 mi mi1 dz
1 5

donde se ha usado la igualdad Am], = miimj,A,
en la dltima linea. Entonces, la derivada de la
energia puede expresarse como

. 1dA <. dV Y\ .
Ey = <2dz +AZ%>Z

= (%Cfi—Az + Fi(q,q) — mL%f — ZZ) Z
:<%% —|—elC’q mlTng )z
(32 )
()
e (12)

donde se ha empleado (11) en la segunda linea;
se ha expandido la funcién F} (g, ¢) usando (4) en

la tercera linea; se ha calculado Cfl— en la cuarta

linea; se ha expandido el término e{ Cg en la
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quinta linea y en la iltima linea, por un lado los
términos generados por e/ C¢ que dependen de
Z se reagrupan y los restantes son cero, ya que
debido a la Hipdtesis 1 Mss no es funcion de z;
y por otro lado se ha compactado la expresién
haciendo uso de la definicién de corchete de Lie
(Lie bracket). Seguidamente, empleando (10) el
corchete de Lie en la ultima linea es igual a
cero, debido a que ambos vectores son paralelos,
y por tanto, Ey es una constante de movimiento
para la dindmica cero. Para demostrar la iltima
afirmacién del lema, emplearemos la Observacién
1 junto con (10), teniendo en cuenta que la matriz
K, es simétrica y de rango completo. Entonces,
por construccion, para cualquier K; > 0 existe al
menos un entorno N del origen z = 0 tal que
A(z) > 0, Vz € N, por continuidad. De este
modo, se puede elegir la constante Vj positiva
tal que Ey > 0, Vz € N. Para hacer extensible
el argumento a todo el conjunto (2, simplemente
hay que tener en cuenta que como (10) hace que
el conjunto 2 dependa de una forma cuadrética
asociada a la matriz definida positiva Ki, se
puede aumentar el valor de esta forma cuadrética
aumentando K7, finalizando la demostracién. <

Corolario 1. El sistema dindmico dado por las
ecuaciones (3) bajo la Hipdtesis la, y el contro-
lador definido por la ecuacién (8) es un sistema
débilmente de fase minima (weakly minimum-—
phase)(Byrnes et al, 1999).

Demostracion. La demostracion es sencilla si se
emplea el Lema 1, ya que la funcién de energia
Ey tiene un minimo en el origen de la dindmica
cero y, por tanto, puede usarse como funcién de
Lyapunov para la dindmica cero. N

Observacion 3. Es importante resaltar que el
conjunto €2 definido en el Lema 1 coincide, por
construccién, con el conjunto de factibilidad F an-
teriormente comentado. Luego, se pueden extra-
polar los resultados locales en el conjunto 2 C R
a resultados globales 2 = R analizando sélo la
solucion dentro de este conjunto.

3.8 Rediseno de la salida

Una vez definida la funcién vectorial £(z), se pue-
de atacar el problema de control para hacer que
el origen de la dindmica cero sea asintéticamente
estable y localmente exponencialmente estable.
Del paso anterior de diseno, es facil ver que usan-
do la funcién (9) como candidata a funcién de
Lyapunov sélo es posible demostrar que el origen
Z = {0} de la dindmica cero es estable, en el

sentido de Lyapunov. Para conseguir estabilidad
asintética es necesario modificar la salida ficticia
propuesta (6). Como de la Proposicién 3, la fun-
cién (9) se considera una funcién de energfa para
la dinamica cero, entonces esta dindamica cero se
puede interpretar como la dindmica de un sistema
mecanico mas simple. De ese modo, se podria
realimentar la correspondiente salida pasiva (van
der Schaft, 1999), con el propdsito de hacer que la
derivada de la funcién de energia a lo largo de las
trayectorias sea semidefinida negativa. Para ello,
se divide la accién de control en dos términos,
Ug + Up, donde u, es el término correspondiente
anadido a la ley de control (8). Asi, se podria
obtener este nuevo término de control redisenando
la salida propuesta (6). Se denotard por 7 a la
salida rediseniada. Entonces, como la funcién vec-
torial {(z) ha sido definida, la nueva salida ficticia
se obtiene identificando la salida pasiva para la
funcién de energia (9), resultando

n(z,q) = no + Kz/ mao(p)dp, n(-) € R"1,
0

(13)
donde K, € R®=Dx(=1) "5 una matriz cons-
tante, diagonal y definida positiva. Derivando la
nueva salida se puede obtener la senal de control
u = g + Up, repitiendo los calculos anteriores, y
se llega a

(2, 4) = 1o + K2 mi2(2)%, (14)
y por lo tanto, el controlador redisenado emplean-

do (8) resulta

u:u0+up:u0+A_1 Ks mig 2

d
=A"! (K1 ( 7;1212 22— %Fﬁ) + Komygz — V)

1 (15)

4. RESULTADO PRINCIPAL

Antes de presentar el resultado principal referente
a la estabilidad asintética de la clase, hay que
aclarar dos cuestiones referentes a la misma. La
primera se refiere a la Hipdtesis 1la y la segunda a
la energia potencial de los sistemas.

La Hipodtesis la juega un papel crucial en el pro-
blema de estabilizacién, por lo que serd trata-
da ahora con mayor detalle. Se denominard a
la clase de sistemas que verifica la Hipdtesis 1a
como la clase constructiva, en virtud del Lema
1. Dicho Lema, junto con la salida redisenada
(13) dard lugar a los dos siguientes resultados:
la funcién de energia (9) es candidata a funcién
de Lyapunov para la dindmica cero asociada a la
salida redisenada (13); y, el origen de la dindmi-
ca cero sera asintéticamente estable. A pesar de
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estos resultados prometedores referentes a la cla-
se constructiva, el requerimiento de ausencia de
fricciéon en las coordenadas no actuadas, dado
por la Hipdtesis la, es demasiado restrictivo. De
hecho, es bien sabido que una vez que el origen
de la dindmica cero, correspondiente a la salida
definida, es asintOticamente estable, entonces es
posible estabilizar local y asintéticamente el siste-
ma completo en el origen empleando un controla-
dor externo lineal (Isidori, 1996). Por otro lado,
como se mostrard mdas adelante, el controlador
propuesto hace que el origen de la dindmica cero
sea no sélo asintéticamente estable, sino también
exponencialmente estable. De esta forma, se pre-
sentaran los resultados de estabilizacién en dos
subapartados: el primero de ellos empleando la
clase constructiva; y el segundo, extendiendo la
clase a sistemas con friccién en las coordenadas
no actuadas. En la ultima seccion dedicada a los
ejemplos de aplicacidn, se resolverd el problema de
control para sistemas con friccién en las coorde-
nadas no actuadas, tanto para la aeronave VTOL,
como para el péndulo con disco de inercia y el
péndulo sobre el carro.

Por otro lado, la energia potencial del sistema en
bucle abierto, también juega un papel crucial en
el problema de estabilizacién. En este trabajo se
considera que la clase de sistemas es tal que el
punto Z = {O} corresponde a un equilibrio que en
bucle abierto es inestable, y por tanto la funcién
de energia potencial del sistema sin controlar V'(z)
tendrd un mdzimo. Asi, serd necesario modificar
las fuerzas inducidas por las coordenadas no ac-
tuadas por medio de un término de acoplamiento
que ha sido denominado A. Como se pretende ob-
tener una solucion explicita de forma constructiva
al problema de estabilizacién asintética para la
clase de sistemas mecdnicos subactuados inesta-
bles, se introducird la siguiente hipdtesis adicional:

Hipotesis 2. ‘f;‘; (0) <0y % #0, Vz € Q\{0},
que establece que el equilibrio sea aislado en Q.

Por otro lado, el enfoque dado en (Isidori, 1996),
que establece que dada una salida cuya dindmica
cero asociada tiene un equilibrio asintéticamente
estable, el sistema no lineal completo puede ser
localmente estabilizado mediante realimentacién
lineal de la salida. Sin embargo, sélo tiene validez
local, y no como el resultado que se presenta en
este articulo, en el que se disena un controlador
externo no lineal basado en una funcién de Lyapu-
nov, a partir de la cual se pueden estimar mayores
cuencas de atraccién. Ademads, la ley de control
es explicitamente resuelta, siendo su expresién
bastante simple y compacta. Finalmente resaltar
que si el objetivo final del controlador propuesto
fuese el de controlar la dindmica interna de un
vehiculo pilotado al que se le pasan manualmente

los puntos de regulacién de las variables actuadas,
entonces el equilibrio deseado vendria dado por
(Z,7) = (0,0) donde 7] = 1 — Nref Y NMref €8 €l
punto de operaciéon deseado.

4.1 Caso sin friccion Dy = 0.

En la siguiente proposicion se establecen las prin-
cipales condiciones para estabilizar el sistema en el
equilibrio deseado usando la salida (13). Ademds,
se ha obtenido una expresiéon explicita compacta
de la ley de control para la clase de sistemas
propuesta.

Proposicion 1. Dado el sistema mecédnico su-
bactuado dado por las ecuaciones (3), bajo las
Hipotesis 1la y 2, y con aplicacién del Lema 1, el
controlador estdtico (15) junto con el controlador
externo

v=—Kj(mi2z+ P7), (16)
para cualquier matriz Ko > 0 constante diagonal
y de rango completo, como la definida en (13), y
la matriz diagonal K3 > 0, K3 € R(»=Dx(n=1)
aseguran que

(i) el sistema es parcialmente linealizable
entrada-salida en el conjunto ) empleando
la salida (13);

(ii) la funcién W(Z,n) € R, definida positiva y
acotada inferiormente, dada por

W(Z,0) = Bo(2) + i P, (17)
con Ey definido en (1) y P = PT > 0 una
matriz constante, P € R(®=1x(=1) "eg yna
funcién de Lyapunov en el conjunto €.

el equilibrio (Z,7) = (O, 0) de la dindmica
en bucle cerrado es asintéticamente y local-
mente exponencialmente estable. Asimismo,
la dindmica cero es exponencialmente estable
(sistema de fase minima);

(iii)

Ademiés, dado el subconjunto compacto €. defi-
nido como

Qe ={(2,7) e QxR"| W()<ec},  (18)

con ¢ una constante positiva, entonces la cuenca
de atraccién puede estimarse por el mayor Q..

Demostracion. La primera afirmacién se de-
muestra directamente de las ecuaciones (7), (14) y
(15). Para demostrar la estabilidad asintética del
origen, y asi la segunda y tercera afirmacion, se
hard uso del Lema 1. En dicho lema, la funcién
(9) es definida positiva en Q y, por lo tanto,
(17) también es definida positiva. Asi, la derivada
con respecto al tiempo de (17) a lo largo de las
trayectorias del sistema resulta
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W = —miy Ka mi22® + (miaz + Pij) v, (19)

donde por el lema 1 Ey = 0. Si v es el controlador
externo dado por (16), se obtiene que W < 0,
resultando que la derivada es sélo semidefinida
negativa, y entonces se va a demostrar por La Salle
que el mayor conjunto invariante en el conjunto
{W = 0} es el equilibrio deseado. Asi, teniendo
en cuenta la observacién 1, el caso de estudio es la
dindmica residual con 2 =0y 77 = O, y por tanto
v = 0. Por definicién de n (13), junto con 2 = 0,
se obtienen n — 1 restricciones dadas por

X+ Kz/ maz(p)dp — Mres = O. (20)
0

Si se demuestra que la coordenada no actuada z
tiende a cero, es decir, que el origen de la dindmica
cero es asintéticamente estable, entonces, por la
expresién anterior el vector X tenderd a Nref, lO
que equivale a que 77 = O. Para ello, tras realizar
algunos célculos se observa que la dindmica cero
viene gobernada por la ecuacién (11) con £ dada
en el Lema 1 por (10) y Fy por (4). Fijando,
a continuacién Z = 0, la ecuacién (11) queda
0= i%, puesto que el término e] C§ bajo la
Hipdtesis 1 tiene como factor comin z. Invocando
el lema 1, por construccién, A(z) > 0, Vz € Q
y por la Hipotesis 2 ‘Z—‘Z/ = 0 s6lo en el equilibrio
z = 0, tomando otro valor no nulo en Q2 \ {0},
con lo que el conjunto invariante mas grande en el
conjunto {W = 0} es el equilibrio (Z,7) = (0, 0),
y por lo tanto es asintéticamente estable.

El hecho de que el equilibrio sea también lo-
calmente exponencialmente estable se demuestra
directamente a través de la linealizacion. Asi, la
linealizacién de la dinamica del bucle cerrado re-
sulta

HEFEE N
| = | —C1 —Co _CS ~ |
U 0] —Cy4 705 2—0 "

donde ¢ = —d?V/dz®> A" y ¢y = m]y(Ks +
KgKQ)mwA*l son escalares, c3 = KnguA*I y
cy = K3Komys vectores y Cs = K3 P una matriz.
Teniendo en cuenta que A, K1, y P son positivos
v que K5, K3 son diagonales y positivas, es posible
verificar que todos los autovalores tienen parte
real negativa. Por simplicidad y sin pérdida de
generalidad se fijard la matriz P como diagonal
y también C5 = c5l,_1 donde ¢5 > 0 es una
constante. En este caso, el polinomio caracteristi-
co viene dado por

()\+C5)n_2()\3+(CQ+C5)>\2+(61+CQC5—C3TC4)>\+6165) =0.

Y aplicando el criterio de Routh-Hurwitz, han de
satisfacerse las siguientes condiciones

c1 + cocs — 0;04 >0, (21)
62(01 + cocs + Cg) — (65 + CQ)(C;FC4) > 0(22)

Por otro lado, sustituyendo la desigualdad (21) en
(22) resulta que

K3Pm/,Kom
3 A12 2 12:| >0,
A z=0

lo cual siempre se verifica por definicién. Por
otro lado, como ¢; > 0 la desigualdad (21) es
automaticamente satisfecha y, por lo tanto, la
matriz es Hurwitz, siendo el origen localmente ex-
ponencialmente estable. Nétese que el Jacobiano
de la dindmica cero es también Hurwitz (¢; >0y
ca > 0), por lo que el sistema es también de fase
minima.

cocy — c3TC4 =

Finalmente, la cuenca de atraccién puede estimar-
se teniendo el cuenta que €. es el mayor conjunto
acotado de nivel de W'y el Principio de La Salle.
N

Observacion 4. (Globalidad). Partiendo de la
proposicién 1 es facil comprobar que el origen de
la dindmica cero podria ser (cuasi) globalmente
asintéticamente estable si el conjunto {2 se ex-
tendiera a todo R, es decir, que 2 = R, como

consecuencia de la Hipétesis 2. (Véase ejemplo
5.3).

Observacion 5. (Robustez). Es importante re-
saltar que segun la proposicion 1, el origen de la
dindmica cero es (localmente) exponencialmente
estable, lo que le confiere al sistema en bucle
cerrado cierta robustez frente a perturbaciones
externas (Khalil, 2001).

4.2 Caso con friccion Dy # 0.

En el apartado anterior se ha demostrado que la
ley de control (15) estabiliza la dindmica cero para
una clase de sistemas para la que se verifica la
Hipétesis 1a. En este apartado se demostrara que,
la misma ley de control (15)—(16) puede también
estabilizar la dindmica cero para una clase ex-
tendida de sistemas. Del mismo modo, se demos-
trarda que el controlador propuesto puede estabi-
lizar asintéticamente en el equilibrio, a sistemas
satisfaciendo la Hipétesis 1b.

Proposicion 2. Considérese el sistema mecanico
subactuado dado por las ecuaciones (3), satisfa-
ciendo las Hipotesis 1b y 2, asi como el Lema 1.
Entonces, la ley de control dada por (15) junto
con el controlador externo (16), para cualquier
matriz constante Ko > 0 de rango pleno, definida
en (13), tal que m|,Komis > di, Vz € Q con d
la constante definida positiva en la Hipédtesis 1b,
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Tabla 1. Pardmetros fisicos de los sistemas

Energia Potencial

Matriz de Inercia

Sistema  gdl (n) V(z) (X)) miui(z) my(z) Ma2(q)
PPC 2 mgl cos(z) - mi? ml cos(z) M+m
PDI 2 mgl cos(z) - J1+ J2 J2 J2

VTOL 3 % cos(z) mgza J - % [cos(2) sin(z)] ml

y siendo K3 > 0, K3 € R®=1DX("=1) yna matriz
diagonal, asegura las mismas tres afirmaciones
establecidas en la proposicién 1.

Demostracion. La primera afirmacién se de-
muestra directamente de (7), (14) y (15). Para
demostrar la estabilidad asintética del origen (se-
gunda y tercera afirmacién), del Lema 1 la funcién
(9) es definida positiva en Q y por tanto (17)
también es definida positiva. La derivada respecto
del tiempo de (17) a lo largo de las trayectorias
del sistema se obtiene de (19), resultando
W = —m{y Ky miaz® + D1z 4 (mias + Pﬁ)T

1/7
y por la Hipétesis 1b, ||D1]| < dq|Z]|, resulta
W S —(mlTQ KQ mio — dl)éz + (mlgé + Pﬁ)T v,

y teniendo en cuenta que mlTQKgmlg > dy enton-
ces W < 0. Siguiendo los mismos pasos que en
la demostracion de la proposicién 1, el equilibrio
(Z,7) = (0, 0) es asintéticamente estable.

La tercera afirmacién, referente a la estabilidad
exponencial del equilibrio, se demuestra analizan-
do el Jacobiano del sistema, igual que en la de-
mostracién de la proposicién 1, pero imponiendo
ahora que mi'—QKleg > d;. Otra forma de de-
mostrar la afirmacién es considerar al término de
fricciéon como una perturbacién no persistente que
se hace cero en el origen y con una restriccién
de crecimiento lineal Z, tal que ||Di|| < dy||Z||.
De esta forma, cuando se aplica al sistema que,
en ausencia de perturbacién, es exponencialmente
estable, da lugar a que el equilibrio perturbado
es también localmente exponencialmente estable
(Khalil, 2001). <

5. EJEMPLOS DE APLICACION

En este apartado la ley de control propuesta se ha
aplicado a tres sistemas: El péndulo plano sobre
el carro (PPC), el péndulo con disco de inercia
(PDI) y la aeronave de despegue vertical (VTOL),
esta tultima caracterizandose por ser un sistema

multivariable (MIMO).

La tabla 1 presenta un resumen de los parametros
fisicos mas relevantes de estos sistemas, en espe-
cial la matriz de inercia y la energia potencial de
los mismos. Se ha denotado con la letra m la masa

en kilogramos, con [ la longitud en metros, con
g la constante de la gravedad en m/s?, con J el
momento de inercia en K g-m?, con o un dngulo en
radianes y con I la matriz identidad de dimensién
dos.

Del mismo modo, en la tabla 2 se han resumido
para los tres ejemplos, las salidas 7, las leyes
de control internas u y las externas v, obtenidas
sustituyendo en las ecuaciones (13), (15) y (16),
respectivamente.

Finalmente, hay que resaltar el hecho de que nor-
malmente los controladores disenados para siste-
mas subactuados se basan en modelos en los que
se han despreciado las fuerzas de friccion, inclu-
so las aplicadas en las coordenadas no actuadas.
Sin embargo, en (Gémez-Estern et al, 2004) se
demostré que dicha friccién podia desestabilizar
a los sistemas subactuados. De este modo, en los
ejemplos propuestos en este apartado, se han teni-
do en cuenta los efectos de friccion, incluyéndose
en los modelos dindmicos.

Por otro lado, en lo que se refiere al procedimien-
to de ajuste del controlador, hay que elegir tres
matrices de ponderacién: K7, para agrandar la
cuenca de atraccién para aquellos casos en los que
la ley de control no esta globalmente definida; Ko,
para ponderar la asignaciéon de amortiguamiento
en la coordenada no actuada; y K3P, para pon-
derar el tiempo de respuesta de las coordenadas
actuadas. En los ejemplos, se denota por Z las
coordenadas de las que depende la dindmica cero,
y con X a las restantes coordenadas fisicas de
interés, obteniéndose a través de un difeomorfismo
de las originales definidas en el presente trabajo.

5.1 Péndulo plano sobre el carro (PPC).

En (Bloch et al, 2000) puede encontrarse un
modelo detallado de este sistema. En la tabla 1, m
y [ son la masa y la longitud del péndulo, mientras
que M es la masa del carro. Se ha denotado con
z el dngulo que forma el péndulo con la vertical,
y con z el desplazamiento horizontal.

En este sistema, la ley de control interna u no
estd globalmente definida para todo valor de z.
Asi, la region 2, que depende de la constante K7,
lleva a un méximo valor teérico de z dado por
2] < arccos((Klmrl/Jp)_%) (Acosta y Lépez-
Martinez, 2005). Esta regién es ajustable por me-
dio de K7, pudiéndose estabilizar al sistema par-
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tiendo de cualquier estado inicial que se encuentre
por encima del plano horizontal del péndulo. En
la figura 1 se muestra una simulacion.

5.2 Péndulo con disco de Inercia (PDI).

La descripcién detallada de este sistema puede
encontrarse en (Spong et al, 2001), donde las
fuerzas de fricciéon no se tuvieron en cuenta. En
la tabla 1, m y [ son la masa y la longitud del
péndulo respectivamente, siendo J; la inercia del
péndulo y Js la inercia del motor.

En este ejemplo, la soluciéon de la ley de control
si esta globalmente definida. Sin embargo, la exis-
tencia de varios puntos de equilibrio no fisicamen-
te equivalentes, hacen del origen sélo localmente
asintética y exponencialmente estable. Eligiendo
Ky > k3 con k5 = lmg% < 00 donde |&]maz es el
maximo valor préactico de &, que siempre existe,
y por tanto también k3. En la Fig. 1 se muestra
una simulaciéon del comportamiento del sistema
controlado.

5.3 Aeronave de despegue vertical (VTOL).

En (Martin et al, 1996) se puede encontrar una
descripcién detallada del VTOL. En la tabla 1, m
representa la masa de la aeronave, [ la distancia
entre el centro de gravedad y el extremo del ala,
J el momento de inercia respecto del eje que
pasa por el centro de gravedad y « el angulo de
deflexién del ala.

En este caso, por reducir los desarrollos, se han
definido las siguientes constantes en la tabla 2:

e k" o123
no

. tan o

ml

tan «
e=J

mil

La coordenada no actuada es z, que representa
el angulo de alabeo, x; es el desplazamiento ho-
rizontal y x5 el vertical. Se puede observar que
en este ejemplo la ley de control estd globalmente
definida, y que todos los equilibrios existentes son
fisicamente equivalentes, por lo que la ley estabi-
liza cuasi-global y asintéticamente el sistema en
el equilibrio deseado (véase Observacién 4). En
la Fig. 1 se muestra una simulacién en la que se
observa como todos los estados tienden asintoti-
camente al equilibrio.

6. CONCLUSIONES

En este articulo se presenta una ley de control
obtenida de forma constructiva para una clase

Péndulo sobre el Carro
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Figura 1. Simulaciones en regulacién.

de sistemas mecanicos subactuados inestables con
friccion y grado de subactuacién uno. La me-
todologia esta basada en técnicas clasicas como
la linealizacién por realimentacién entrada-salida,
asi como el rediseno por Lyapunov. El controlador
estd basado en la obtenciéon de una salida ficticia
redisenada de forma constructiva. La ley de con-
trol obtenida para esta clase de sistemas ha sido
satisfactoriamente aplicada a tres sistemas tipica-
mente empleados para testar leyes de control: el
péndulo plano sobre el carro, el péndulo con disco
de inercia y la aeronave de despegue vertical.

Actualmente se estd investigando la forma de
extender este trabajo a sistemas multivariables
con grado de subactuacién mayor que uno.
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