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1. Introducción

El presente ensayo revisa, teóricamente, las posibilidades de una tecnología, enten-

diéndola como una transformación matemática de un conjunto de insumos a un con-

junto de productos, para producir un excedente de bienes, ya sea para consumirse 

o invertirse, permitiendo la satisfacción de necesidades sociales y el crecimiento del 

sistema productivo. El trabajo se centra en caracterizar el concepto tecnología. La 

ugiwpfc"ugeek„p"vtcvc"fg"nc"fgÞpkek„p"fgn"eqpegrvq"vgepqnqi‡c."nc"vgtegtc"ectcevgtk¦c"
los rendimientos a escala para la producción de un bien a partir de n insumos y la 

última, presenta una generalización de la producción simultánea de varios bienes.

Propongo partir de la siguiente idea: el proceso de producción de m bienes a 

partir de n"kpuwoqu"ug"fgÞpg"rqt"wpc"vtcpuhqtocek„p"fgn"eqpq"rqukvkxq"fg" n} , un 

espacio de insumos, al cono positivo de m} , espacio de productos. Para m = 1, la 

rtqfweek„p"gÞekgpvg"fg"wp"dkgp"ugtƒ"ectcevgtk¦cfc"rqt"wpc"hwpek„p."nncocfc"hwpek„p"
de producción, de insumos a productos, esto es del cono positivo a la recta real 

positiva. Utilizando los supuestos teóricos clásicos, la función de producción es al 

ogpqu"ewcuk/e„pecxc"{"nc"pqek„p"fg"tgpfkokgpvqu"eqpuvcpvgu"c"guecnc"ug"kfgpvkÞec"
con funciones de producción homogéneas de primer grado. En este sentido, la grá-

Þec"fg"nc"vgepqnqi‡c"gu"wp"eqpq"eqpxgzq01 
En aras de generalizar el concepto y capacidades descriptivas de las funciones 

fg"rtqfweek„p"gu"pgeguctkq"fgucttqnnct"fqu"kfgcu<"rtkogtq."nc"fgÞpkek„p"igpgtcn"fg"
gÞekgpekc=" {" ugiwpfq."wpc"fgÞpkek„p"igpgtcn"fg" tgpfkokgpvqu" c"guecnc0" Nc" ugeek„p"
ewctvc"fgucttqnnc"vcngu"qdlgvkxqu0"Gp"fkejc"ugeek„p"ug"cornkc"gn"eqpegrvq"fg"gÞekgp-

cia, primero en el caso general en el que la correspondencia de insumos tenga imá-

genes convexas y, posteriormente, el de tecnologías de rendimientos no crecientes 

c"guecnc."gu"fgekt."fg"itƒÞec"eqpxgzc0

1"Xcoqu"c"gpvgpfgt"gn"eqplwpvq"fg"rqukdknkfcfgu"fg"rtqfweek„p"eqoq"nc"itƒÞec"fg"wpc"vtcpuhqtocek„p"
swg"ocpfc"kpuwoqu"c"rtqfwevqu."kpenw{gpfq"c"nc"rtqfweek„p"kpgÞekgpvg0
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Por su importancia en la construcción de producción y la centralidad en modelos 

económicos es necesario revisar los conceptos que permiten generar las funciones 

de producción: para tal objetivo es necesario entender el constructo matemático 

llamado tecnología.

2. Lc corrgurondgncic dg rroducción

Se asume que cualquier economista está familiarizado con la función de producción,  
fn- -́ ›́} } , monótona no decreciente y que presenta rendimientos marginales de-

etgekgpvgu0"Nc"hwpek„p"fg"rtqfweek„p"tgrtgugpvc"¿pkecogpvg"nc"rtqfweek„p"gÞekgpvg."
en el sentido de que, con insumos x, no es posible producir más de f(x). Vamos a 

considerar una representación de la tecnología en términos que se permita analizar:

a) La producción simultánea de varios bienes.

b) Todas las posibilidades de producción.2

Nq"¿nvkoq"gu"pgeguctkq"rctc"fgÞpkt"swfi"gu"rtqfweek„p"gÞekgpvg"fg"xctkqu"dkgpgu."
que implica combinaciones de productos y no simplemente la cantidad de uno sólo 

de ellos, como en el caso de la función de producción.3 Entonces, nos referimos a 

la producción de m bienes a partir de n insumos, con una tecnología que es una 

transformación de insumos en productos. Por lo tanto, la tecnología se entenderá 

como una transformación matemática P, de un espacio de insumos X a un espacio 

de productos Y. Un elemento x del espacio de insumos es una lista de cantidades de 

distintos bienes, que la tecnología usa para producir otra lista de bienes y, que es un 

elemento del espacio de productos. La imagen P(x) de un elemento del espacio de 

insumos es el conjunto de todas las listas de productos que la tecnología P puede 

producir a partir de x.4

La forma en que se describe, hace que su representación matemática sea como 

una función del espacio de insumos a la clase de los subconjuntos del espacio de 

2"Pq"u„nq"ncu"gÞekgpvgu0
5"Nc"hwpek„p"fg"rtqfweek„p"ug"qdvgpftƒ"c"rctvkt"fg"eqpfkekqpgu"fg"gÞekgpekc"ewcpfq"ug"fcp"ncu"rquk-
bilidades de tecnología.
4 Es natural entender a la lista de cantidades de bienes como un vector no negativo. Para el caso de 
wp"p¿ogtq"Þpkvq"fg"dkgpgu"ug"eqpukfgtc."ukp"rfitfkfc"fg"igpgtcnkfcf." n-}  el cono positivo del espacio 
euclidiano de dimensión n, como espacio de insumos, y a m-} , el cono positivo del espacio euclidiano 
de dimensión m, como espacio de productos, donde m y n son enteros positivos no necesariamente 
fkuvkpvqu0"Cfgoƒu."pq"jc{"pkpi¿p"oqvkxq""rctc"tguvtkpikt"nc"vgqt‡c"c"gurcekqu"fg"fkogpuk„p"Þpkvc."{"jc{"
xctkqu"v„rkequ"fg"vgqt‡c"geqp„okec"gp"swg"fkejc"tguvtkeek„p"pq"gu"fgugcdng0"Rctc"nc"tgàgzk„p."{"gp"rtq"
fg"nc"ukornkekfcf."vtcdclctgoqu"eqp"wp"p¿ogtq"Þpkvq"fg"kpuwoqu"{"rtqfwevqu0
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productos: nx -$ Œ} , ( ) nP x -Ł } . P se verá entonces como una correspondencia. 

: :n m n mP- - - -›} } } }¨

La correspondencia P se llama correspondencia de producción. La correspon-

dencia P–1, inversa de P, del espacio de productos al de insumos, de imágenes 
1( ) { | ( )nP y x y P x/ -? Œ Œ} ."gu"nc"eqttgurqpfgpekc"fg"kpuwoqu="nc"kocigp"fg"wp"xgevqt"

de productos y bajo la correspondencia de insumos contiene a las listas de bienes 

con las que se puede producir el vector 
1: ( )y x P y/Œ  sí y sólo si x sirve para pro-

ducir y0"nc"itƒÞec"fg"P es el conjunto {( , ) | ( )}n ngrP x y y P x- -? Œ ·Œ Œ} } . Un punto 

( , )x y grPŒ es un programa de producción. 

Cjqtc"{c"guvcoqu"gp"eqpfkekqpgu"fg"rtqrqtekqpct"wpc"fgÞpkek„p"hqtocn0"Rctc"
gnnq"ugiwktgoqu"nc"rtqrwguvc"fg"Ujgrctf0"Rqt"nq"swg"ug"fgÞpg"nq"ukiwkgpvg<

Sean X, Y dos espacios vectoriales normados y ordenados por el orden parcial. 

La correspondencia :P X Y¨ , con espacio de insumos X y espacios de produc-

tos Y, es una tecnología si satisface: 

P1) (0) {0}P ?  

P2) xG G "Þpkvq"swg"P(x) es un conjunto acotado

P3) Si 0x ‡  y, para algún escalar 0l @ , ( ) {0}P xl ” , entonces ( )y P yl$ Œ  y todo 

escalar 0, pm l@ & ,  tal que ( )y P xmm lŒ  

P4) ' ( ) ( ')x x P x P x‡ µ Ł
P5) ' ( ) ( ') ' ( )y y y P x P x y P x‡ ® Œ Ł µ Œ
P6)  1( )P y/  es convexo para todo y en el rango de P.

R9+"Nc"itƒÞec"fg"P es un subconjunto cerrado de X Y· .

Los anteriores postulados serán de utilidad más adelante.
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3. Hunciongu dg rroducción { rgndioigntou c guccnc

La presente sección trata el caso particular de m = 1, para caracterizar, en términos 

de la correspondencia de producción, a la función de producción.5 Cuando m > 1 

este concepto no es utilizable, por lo que más adelante se presenta la generalización.

Sea : nP - -} }¨  una tecnología que produce un solo bien a partir de n insumos. 

Partiendo de que P2 se sostiene, se tiene que :
f

nf - -›} } ."fgÞpkfc"rqt

( )

( ) sup sup ( )
y P x

f x y P x
Œ

? ?
Gu"wpc"hwpek„p"{"guvƒ"fgÞpkfc"rctc"vqfq" x domPŒ . Entonces, f se llama la función 

de producción asociada a P.6 De aquí en adelante, llamaremos función de produc-

ción a cualquier función :
f

nf - -›} } que satisfaga F1-F3 y F5.7

Cjqtc"gu"pgeguctkc"qvtc"fgÞpkek„p08

La función rendimientos a escala asociada a la función de producción f de clase 

C1"ug"fgÞpg"eqoq<

1

( )
( )

( )limf

x
x

f xl

l l
m

l l›
•? •

Si tal límite existe.9

Eqp"nc"fgÞpkek„p"cpvgtkqt"rqfgoqu"eqpuvtwkt"gn"ukiwkgpvg"vgqtgoc

5 Se podría pensar que los economistas, dado el uso extensivo que le dan, entienden completamente 
las implicaciones de la función de producción.
6 Para efectos de brevedad, no se demuestra que los postulados P1-P7 se sostienen, además que
F1) f(0) = 0. 
F2) f está acotado
F3) Es monótona y no decreciente en x.
F4) 1( ) [0, ( )]; ( ) ( ) { | ( )}n

fP x f x P y L y x y f x/ -? ? ? Œ ~}  
F5)  f es cuasicóncava.
Se sugiere al lector realizar la demostración como ejercicio. 
7"Eヴ"ｷﾏヮﾉｷI;"ケ┌W"ﾉ;"ｪヴ=gI;"SW"P es el conjunto: {( , ) }ngrP x y - -? Œ ·} }
]; ｴｷヮoｪヴ=gc; Se f.

8 Ver Nadiri (1982).
9"Ug"rwgfg"crtgekct"swg"nc"fgÞpkek„p"4"gu"gn"n‡okvg"fg"wpc"gncuvkekfcf."rqt"nq"swg"ug"rwgfg"tgguetkdkt"
como:

1

log( )

log( )lim
x

l

l

l›
•
•

7e ﾏoSo ケue l; auncｷﾙn Se ヴenSｷﾏｷentos ; esc;l; es l; el;sピcｷS;S Se f a la escala (nぶ e┗aluaSa en x.
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Vgorgoc 1. Sí y solamente si f es homogénea de grado k < 0, f fk x Domm ? $ Œ .

Dgooutrcción. Primera parte. Suponga que existe ( )f x km ?  para todo x. Si ha-

cemos u = lx. Entonces:

1

( )
( )

( )limf

f u u
k x

f u ul

l
m

l/
• •? ? • •

1

( )
.

( ) ( )lim
f u x f

x
f u u f u xl

l

›
• •? ?• •

De donde por el teorema de Euler, f es homogénea de grado k.10

Segunda parte. Sea ( ) ( )kf x f xl l? . Entonces: 

*+
1 1

( )( )

( ) ( ) ( )lim lim
k

k

f xx

f x f xl l

ll l l

l l l l› ›
•• ?• •

1

1 ( )lim
kk k

f xl

l
l

l

/
›

? ?

Q.E.D.

Tgpkgpfq"gn"cpvgtkqt"vgqtgoc"cjqtc"ug"tgswkgtg"nc"ukiwkgpvg"fgÞpkek„p<

Se dice que f tiene rendimientos crecientes (constantes, decrecientes a escala si 

( )f x km ? , con k > 1(= 1, < 1, respectivamente), para todo 
fx DomŒ . Esto nos con-

duce al siguiente teorema:

Vgorgoc 2. Sea :
f

nf - -›} } . Los siguientes asertos son equivalentes:

a) f es cuasicóncava y homogénea de primer grado.

b)"Nc"jkrqitƒÞec"fg"f es un cono convexo cerrado en punta.

Dgooutrcción. Al ser f cuasicóncava y homogénea implica que f es cóncava, 

de donde hipo f es un subconjunto convexo de 1n--} . Dado que es f cóncava es 

continua, de donde hipo f es un conjunto cerrado. También por homogeneidad,  

(x,y)Œhipo f, implica ( ) ( )y f x f xl l l~ ? , de donde ( , )x y hipo fl l Œ , que es un 

10 Debe notar que ( )f x

x

•
•   es el ｪraSｷente Se f e┗aluaSo en x ┞ que entonces el ┎lピﾏo tYrﾏｷno 

Se la ecuacｷﾙn es el ヮroSucto escalar Se x ヮor el ｪraSｷente Se f en x.
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cono. Como hipo f es un subconjunto de 1n--} , ( , )x y hipo fŒ  y  ( , )x y hipo f/ / Œ  

implican x = 0, y = 0, donde hipo f es un cono en punta.

Recíprocamente, la convexidad de hipo f implica la concavidad y por tanto la cua-

siconcavidad de f. Para demostrar la homogeneidad recuérdese que por ser cerrada 

nc"jkrqitƒÞec"fg"f, para cada x, (x, f(x)) es un punto de hipo f, que es un cono, por lo 

que ( , ( ))x f x hipo fl l Œ , o sea que ( ) ( )f x f xl l~ . Si dicha igualdad no se sos-

tiene, es decir, ( ) ( )f x f xl l> , existirá algún g < 0 tal que (1 ) ( ) ( )f x f xe l l- ~ . 

De nuevo por ser hipo f un cono, esto implica que* +, (1 )( ) ( )x x f x hipo fe- Œ , o sea 

que (1 ) ( ) ( )f x f xe- ~ , que es un absurdo. Q.E.D.

Esta equivalencia será generalizada más adelante con el concepto de rendimien-

tos constantes a escala para la producción de más de un bien.

4. Rroducción gÞcigntg

Gp"guvc"ugeek„p"gn"qdlgvkxq"gu"ectcevgtk¦ct"gn"uwdeqplwpvq"fg"rwpvqu"gÞekgpvgu"fg"
una tecnología que produce m bienes a partir de n insumos. Para ellos se plantea la 

ukiwkgpvg"fgÞpkek„p<
Sea : nP - -} }¨  una correspondencia de producción 1( )x P y/Œ  es un método 

gÞekgpvg"rctc"rtqfwekt"{"uk" 'x x~  implica 1' ( )x P y/Œ . 

En otras palabras, x"gu"wp"ofivqfq"gÞekgpvg"rctc"rtqfwekt"{"uk"y es producible 

con x pero no lo es con ningún vector x’ en el que la cantidad de algún insumo sea 

menor que la que contiene x.

Gn"eqplwpvq"fg"nqu"ofivqfqu"gÞekgpvgu"rctc"rtqfwekt"{"ug"fgpqvctƒ"rqt"E(y), que 

ug"fgÞpg"eqoq<" 1 1{ ( )| 0 ( )}x P y v x v P y/ /Œ ‡ µ / º . m n- -} }¨  es la corresponden-

ekc"fg"ofivqfqu"gÞekgpvgu"fg"rtqfweek„p0"Rqfgoqu"fgÞpkt"c"G"ogfkcpvg"rquvwncfqu0

a) Para todo my -Œ} , 1( ) ( )E y P y/Ł .

b) Para todo my -Œ} , 1( ) ( )n cE y P y/-/ Ł}

Gp"guvg"rwpvq"eqpxkgpg"rtgugpvct"wpc"fgÞpkek„p"cfkekqpcn0"

Sea : n mP - -} }¨ una correspondencia de producción, ( )x P xŒ gu"wp"rtqfwevq"gÞ-

ciente del vector de insumos nx -Œ} si, para todo u œ 0. ( )y u P x- º .

Rqt"nq"cpvgtkqt"ug"gpvkgpfg"swg"{"gu"wp"rtqfwevq"gÞekgpvg"fg"x si x puede pro-

ducir y. Sin embargo, no puede producir ningún vector en el que la cantidad de algún 

producto exceda a la que contiene y0"Gpvqpegu."gn"eqplwpvq"fg"rtqfwevqu"gÞekgpvgu"
a partir de x se denota por E(x), cuyo conjunto { ( )|u 0 ( )}y P x y u P xŒ ‡ µ - º ,

: m nE - -} }¨ gu"nc"eqttgurqpfgpekc"fg"rtqfwevqu"gÞekgpvgu011

11 Dicha correspondencia se puede caracterizar, análogamente, con postulados.
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Ahora es necesario generalizar a la producción de m productos el concepto de 

kuqewcpvc0"Rctc"gnnq"qewrctgoqu"ncu"ukiwkgpvgu"fgÞpkekqpgu<"

̋" El conjunto 1 1 1( ) { ( )| ( ) ( )}I y x P y x P y x P yl l/ / /? Œ º µ º es el conjunto 

isocuanta de insumos para y.

̋" El conjunto ( ) { ( )| > ( )}I x u P x u P xl l? Œ º es el conjunto isocuanta de 

productos para x.

Aquí se tiene que 1( ) ( ) ( )E y I y P y/Ł Ł • y ( ) ( )E x I xŁ . Por lo que no todo punto 

de I(y)"gu"wp"ofivqfq"gÞekgpvg"rctc"rtqfwekt"y es evidente, incluso para algún y 

escalar.12 

Se destaca que las isocuantas de una función de producción se mapean como 

nc" itƒÞec" fg" wpc" hwpek„p" eqpxgzc0" Rctc" ecfc"y > 0 escalar, se considera el con-

junto de nivel 1( ) ( )fP y L y/ ? 0"FgÞpkgpfq 1 1( ,..., ) ( )n n y nx x x x yj j/ /? ? ? sí y sólo sí

1( ,..., )nf x x y? .  Ahora, se sabe que
1( ,..., )nf x x y‡ implica que ( )n y nx xj /‡ . En otras 

palabras, ( )n

f

n

x
x L y

x

/Ã Ô? ŒÄ ÕÅ Ö que implica n

y

n

x
x epi

x
j

/Ã Ô? ŒÄ ÕÅ Ö y por ende ( )f yL y epijŁ . De igual mane-

ra se tiene que ( )n y nx xj /‡  implica que 1( ,..., )nf x x y‡ , lo que ( )y fepi L yj Ł . Ahora, 

yepij es convexo y yj  expresa la enésima coordenada de x."wuq"gÞekgpvg"fgn"kpuwoq"
n, como función de las otras n – 1, a lo largo de la isocuanta f(x) = y es convexa. Para 

gn"ecuq"igpgtcn."f„pfg"nc"eqttgurqpfgpekc"fg"rtqfweek„p"rtgugpvg"itƒÞec"eqpxgzc."
y no necesariamente un cono, se puede emplear un teorema de dualidad, que rela-

ekqpg"nc"rtqfweek„p"gÞekgpvg"eqp"wp"ukuvgoc"fg"rtgekqu"uqrqtvg013

Guvcoqu" gp" eqpfkekqpgu" fg" fgÞpkt" nq" ukiwkgpvg0" Gn" eqplwpvq"
{( , )|( . ) }T z y z y grP? / Œ  es el conjunto de tecnología asociado a la correspon-

dencia de producción P0"Ucdgoqu"swg"nc"itƒÞec"fg"P toma el nombre de conjunto 

fg"rqukdknkfcfgu"fg"rtqfweek„p0"Gn"eqplwpvq"fg"vgepqnqi‡c"gu"nc"tgàgzk„p."uqdtg"nqu"
ejes de producto, del conjunto de posibilidades de producción. Las propiedades 

vqrqn„ikecu"fg"fg"eqpxgzkfcf"fg"nqu"fqu"eqplwpvqu"uqp"ncu"okuocu0""Cn"gurgekÞect"T, 

los insumos aparecen con signo negativo y los productos con signo positivo.

Cjqtc."fgÞpcoqu0"Ugc ( , )x y Th ? / Œ "gu"wp"rtqitcoc"fg"rtqfweek„p"gÞekgpvg"
si para ningún Tz Œ vale z h‡ .

Para todo , ( ) ( )nx E x P x-Œ Ł}
Para todo , ( ) ( )n n cx E x P x- -Œ - Ł} }
12 El lector puede inferir que el caso de m = 1, I(y) = E(y) sí y sólo si f es estrictamente cuasicón-
cava.
13 ;ste conceヮto es un au┝ｷlｷar aunSaﾏental en econoﾏｹa ヮura.
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Empleando un teorema de Takayama14 tenemos.

Vgorgoc 3. Si T es convexo, Th Œ gu"gÞekgpvg"u‡"{"u„nq"u‡"oczkok¦c"cniwpc"hwp-

cional lineal no negativa.

Dgooutrcción."Ug"fgoquvtctƒ"fg"nc"ocpgtc"ukiwkgpvg0"Rtkogtq." nc"uwÞekgpekc"gu"
inmediata. La necesidad requiere que para todo Tz Œ , 0z h/ @ es imposible si 

h gu"gÞekgpvg."fg"fqpfg { }T h/ está estrictamente separado del interior de n m--} , el 

cual denotaremos por µ. Entonces, sea ,qH a
un hiperplano separador, de tal forma 

que:

'q v va@ $ ŒY
' { }q v u Ta h~ $ Œ /

̋" Si c< 0, como 0 { }T hŒ / , se tendría que q’0 < 0. Se concluye que c< 0.

̋" Ahora, suponga que algún q
i
 es <0.Entonces, como vŒY  implica que vi 

puede hacerse arbitrariamente grande, se tendría que, apara algún vŒY , 

' 0q v a> ~ ."eqpvtcfkekgpfq"nc"fgÞpkek„p"fg"c y la de q, de donde q œ 0.

̋" Como vG G  puede hacerse arbitrariamente pequeño para vŒY . no importa 

qué tan pequeño sea c > 0 se tendría q’v < c para algún vŒY, contradiciendo 

nc"fgÞpkek„p"fg"c como la altura del hiperplano ,qH a de modo que c"ø"2"{."rqt"
el punto anterior, c = 0

̋" Se tiene que ' '( ) 0q u q z h? / ~  para todo Tz Œ .

Q.E.D.

Se aprecia que el hiperplano de normal q soporta a T en h . La propiedad de ser un 

punto de soporte de un hiperplano de normal no negativo equivale a la propiedad 

fg"ugt"wp"rtqitcoc"gÞekgpvg"fg"rtqfweek„p0
Eqp"nq"cpvgtkqt"ug"rwgfg"kphgtkt"nc"ukiwkgpvg"fgÞpkek„p<
Sea h "wp"rwpvq"gÞekgpvg"fg"T. Si h  maximiza a q en T, se dice que q es un siste-

oc"fg"rtgekqu"fg"gÞekgpekc"q"rtgekqu"fg"uqrqtvg"cuqekcfq"c"h .

14 Ver Takayama (1974) p. 52.
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