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ẋ =

n∑

i=1

μi(z)(Aix + Biu) )
�

n∑

i=1

μi(z) = 1 μi ≥ 0 i = 1 . . . n )��

0� ����� z ��� �� 5�!�� �� 5��"���� ���"��
) ���� "���"� ������� � !���� ��� ��!���� ���
�"�!��� x � 5��"���� �<!������� &�� #��"����
μi(z) ��� �����"����� #��"���� ��  ��!����"��

�������� �� �
���
 �����
 �
��
		
�
 
� ��	�

���
 ����

C���"�4���� �� �"�!��� �� p ��!������ p ���"���
� n ��!���� ��6�"��  ��1
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���
��� �
 ����
�
 uest = uest(z0, yref ) ��
����
 ��� �
 �
���
 yref ��
 ����� �� ����������
��� ������
 
������� Sz0

� �����!
��� �
 ��
��� ���
����� �� ����������+

1 G �� �� �����	 
� ������� 
�� ������� ������ ��� ��
������� �� ���� z �� �� ������� ���� � �������� �� �������
����� ��� ����� �� ��
���� 
� ������������
�
 �� 
�� 
���
� ���� ������� !����" G �� ��� ����

0 = Ã(z0) · ξref + B̃(z0) · uest + R̃(z0) ��4�

yref = C̃(z0) · ξref ��0�

*� 
���
��� �������� �
 ���������
 �� z0 �
�

������	
� �
 ���
���

B̃ · uest = −Ã · ξref − R̃

C̃Ã−1B̃ · uest = −C̃ξref − C̃Ã−1R̃ = −yref − C̃Ã−1R̃

uest = (C̃Ã−1B̃)−1(−yref − C̃Ã−1R̃) ��#�

5�������� �� ���
�� �� ���������� ξref # ���
uest(z0, yref ) �
����
� ��� �
 �
���
 yref �� �����
�� ����������� � ��� Sz0

����� �
 ��������
 ��
�
 ��	����� 0� ������� �
 6��������� � 
��"��

��� ξref ��+

ξref = [yref,1 01×r1
yref,2 01×r2

. . . yref,p 01×r1
]T

������
 
� ���
�� xref ��	���� �� ��(�# ��� z0

�� ��4� �� �� ����� 
�����
���� �������

0 = Ã(z) · xref + B̃(z) · uest(z, yref ) + R̃(z) ∀ z

����
7
����� �� 
���� �� %
��
���

x̂ = x − xref

û = u − uest(z, yref )

� �����!
��� ����� �
� ��
����� ��� ������

������ ��������� ���

ẋ = Ãx + B̃u + R̃ = Ãx + B̃û + B̃uest + R̃

ẋ = Ãx + B̃û − Ãxref − R̃ + R̃ = Ã(x − xref ) + B̃û

ẋ = Ãx̂ + B̃û

/� yref �� �������
 ��� ����� �� ��������


����
��� �ẏref = 0�� ������� ẋref = 0 � ˙̂x = ẋ#
 �� �� ������ ������� �� �
� ���%
� %
��
���� ��+

˙̂x = Ãx̂ + B̃û =

n∑

i=1

μi(z)(Aix̂ + Bix̂)

��� ����� �� ���������� �� x̂ = 0� ��� ����������
�� xref �� �
���
 yref � �� �� ������ ���"��
� ��
��������
�# ✷

*� ������
 �� �
� ���%
� %
��
���� ����� �� �������

��� ������
�� � �� ����� ����8
� �� ������
���
������� �����!
��� ����
� -/ ��%�����
���# *�
�
�����
�� �� ��� �9������ �� �
 ��"������ �����
�� ��
�:� ����
� 1$;# 1
 
��� �� ������
��� ������
 ���"��
� ���: 
���
�
 ���
��� 

�
 
��� ��� ������
 �� ���������� �� �������
uest(z, yref )#

/� �����%
 �
����� ���� �� �� ������
 -/ �� 
���
�R̃(z)<4�� �� ��������
 yref = 0� �� ������
��
�� uest = 0+ �
 ��������"�
 ��������
 ������
�� ��� 
�� �� �
 �����!
�
 ����
������ �� �

�����
���
# 6��� ��� ������
��� �� ���� ��
�
9� ��
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�����
�� �� ����� �� � ����� �������� ��� ���
��� �� 
��� �������� �������� uest(z, yref =

−(C̃(z)Ã(z)−1B̃(z))−1 · yref � � �� ������� ��
�� ������ � ���� �� �� ��������� �����	

!	 "#"$%&'�

"� ���� ������ �� �(���� )���� � ����� ����
������ ��� ������������ �� �� ������*� ���
������	 +� ������ � ���� ������� �� ���� ��
�� ������� ���� �� ��� ������ �
*� �� )����
����� �� 
����������� ������� �� ������
���� �� �� ������*� �������� � �� ,�������
��� ������� �� ���� ������� �� )�������	 "�
������ � ���� ������� �� ������*� ���� ��
�� �����)�������	

������� �	 -�� �� ��������� ������� ���� ��.

ẋ =
2∑

i=1

μi(z)(Aix + Biu)

y = Cx �/!�

���� �� �� ����� �������� )����� ���� ��.

A1 =

⎡
⎣

0 1 0
0 0 1
1 2 1

⎤
⎦ �/0�

A2 =

⎡
⎣

0 1 0
0 0 1
4 8 4

⎤
⎦ �/1�

B1 = B2 =
[
0 0 1

]T
�/2�

C =
[
1 0 0

]
�/3�

4 ��� 
������ �� ���������� μi(z) �� ��� ����
������ ������������ �������� �� �� ������ ��
���� �� )������� z )���� ������� �� z = x1 +
2x2+x3	 &� ������ 5 ������� �� ���� ���� ���
��� ����� �������� ��� ������� � ��� 
�����
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Pf1

������ �	 
� ��������� �� �� ���� ẋ3 − u

�� z	 ��� ���������� � ���� ������ ������������
�� ������������� �� �� ������� ��� �������
ẋ3 − u	

�� ������� ��� ���� ���� ������� �� � ����
�� ���������� � �� �����  Pf0 � �� !���
��"� �� ����� ��� ������� �� ����#� �� �
��������� �� �������� ��$��� � ��������
 ���%� �� &��� �''("� ��!��� ���)

u =
n∑

i=1

μi(z)Fix  *+"

,�� ����� �� ����� ������ �� ���������-� ./0
���� ������ � ��������� ��� ��������� ��
������� � �� ����� ���� �� ���������� α	

.�� ������� ./0 ���������� �  ���%� ��
&��� �''(" �� )

−XAT
1 − A1X + MT

1 BT
1 + B1M1 − 2αX > 0 ����

−XAT
2 − A2X + MT

2 BT
2 + B2M2 − 2αX > 0 ����

−XAT
1 − A1X − XAT

2 − A2X + MT
1 BT

2 + ����

+B2M1 + MT
2 BT

1 + B1M2 − 4αX > 0 ����

����

X = P−1, M1 = F1X, M2 = F2X  11"

����� P �� ������ ���2���� ��� ��!� �� ���
�� �� .������ xT Px � F1� F2 ��� ������
��� ��������� �� ����������� ��� ������ ���
��������� ���)

û = −F̃ (z)x̂ = −(μ1(z)F1 + μ2(z)F2)x̂  13"

���� û = u−uref � x̂ = x−xref ����� � �� ���
� ��������� uref = 0� xref = 0	

,��� α = 1 �������� �� ���������)

F1 =
[
27,5203 28,7108 8,4221

]
 14"

F2 =
[
30,5203 34,7108 11,4221

]
 15"

F̃ (z) =

2∑

i=1

μi(z)Fi  16"

7� ��� ��� �� �������� ����� ����������
���� �������� �� �����  Pf0 �� �� ������
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� ������� û = u + 13,125� x̂ = x−xref ���������
���� ������� x = 0 ��� ����� � �����&�� �
���������� ��������'

u = −13,125 + F̃ (z)(x −
[
5,25 0 0

]T
) �()�

$� ������� ������� � ����� � !��������' ��
������ � ������ &�� ���� �������� �������
� �� ������ � �� ������� � ������ � ��*�
$��� ���� ���&� �� ����� � ������	

"�� � ��������� �������� �� ��������#� ���+
����� � �� ���#��� � ����� �� ����������
������ ���� ����� ��� ������ � �����&�� ���
������� ���������� � ��� �������� �,-	
�� ������ ( ������ �� ��&� �� ������� uest

������� ������ � ��� .� � ��� �������
� ����� ������� −13,125 � �()�	 % ��� ������
� ������ � ��� ����� �������� ��� ��
������ ����� ��� ����� � !��������� �
��$� !�������� � ����� ����������� �� ���� �
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�� ������ 0	

������� �	  �� *���� ������ � ����������+
�� � �� ��������#� ������� � �� ������ � 0�
���� ,-,1 2�3���+
���� ��#� �� ��� ������
����� �������� ���� ���'

ẋ =

2∑

i=1

μi(z)(Ai(x − xi0) + Bi(u − ui0))
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2∑

i=1

μi(z)Cix �04�
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⎤
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�0.�

B1 =

[
0 0 2 0 1
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]T

�0��
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⎡
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⎤
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�0��

B2 =

[
0 0 10 0 1
0 0 1 0 0

]T

�0(�

C1 =

[
1 0,1 0,05 0 −0,1
0 −0,2 0,5 1 −0,1

]
�00�

C2 =
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1 0,2 0,1 0 −0,2
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]
�06�

x10 =
[
0 0 0 0 0

]T
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u10 =
[
0 0
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� ��� ���	
��� �� �������	� μi(z)� ����	���
�
��� z = x1 + x4 
�
�

μ1(z) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1 z < 0

1 − 0,25z 0 ≤ z ≤ 4

0 z > 4

����

�	���
 μ2(z) = 1 − μ1(z)�

�������
 �
� �	�������� ���
� �� ���	�	��	
 ���
��� �
���
 �
�� �� �� ����	�
 �����

Ri = −Aixi0 − Biui0 ����

 
� �
 ����
� �� �	����� ���� �� ��������� �� ��
!���		"� �� ��� �� �	"� �� 
���
� uest(z, yref )�
������� ���	���� ��#�� � �� �����
 �� ���	�	��	

�
�

xref = [yref1 0 0 yref2 0]T ��#�

uest = (C̃Ã−1B̃)−1(−yref − C̃Ã−1R̃) ��$�

�
��� yref1 � yref2 �
� �������	�� ���	����	��
����	��� 
� �� �����	
� ��� ��� ��� �� ��� �
�
���	��� ��� �	������ %� ���	
 �� &��	���� ��	�	��
�
� ����	�
� ������ ��� �� �	����� ���� �'�������
�� 	�������
� 
�
 ˙̂x =

∑2
i=1 μi(z)(Aix̂+Biû)�

(��	���� �� )(* +
���
� ,

��
' �� (������ ��
�	��-��. �� 
���
���
� ��� �� �	����� �
 ����
����������� ��� �� ���� �� ����	�	���
 α =
0,5� %� ��������
 �
� ��� ����	�� F1 � F2 ���

���
���
��

F1 =

[
2,3055 −1,1045 −0,7586 2,0488 1,1811
19,9488 48,1167 3,5752 −22,2677 −11,5650

]

F2 =

[
1,9855 −1,7181 −0,7979 2,3385 1,2567
−0,7924 45,8957 12,8867 −31,8246 −15,5711

]
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���
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�� 	�&���	� �� ���	
 �� &��	�����

u = uest(z, yref ) − (μ1(z)F1 + μ2(z)F2)(x − xref )
��/�
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