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Resumen: En el disefio de controladores para sistemas borrosos Takagi-Sugeno
(TS) se asume la verificacion de ciertas condiciones de sector; sin embargo, los
cambios en la referencia pueden alterar la validez de esas condiciones. El objetivo
de este trabajo es controlar un sistema TS afin en varios puntos de funcionamiento,
mediante un cambio de variable no constante que elimine el efecto del término afin.
Los resultados son validos para una clase canénica de modelos borrosos TS afines,
paralos que se obtiene un sistema TS sin términos afines al cual se le pueden aplicar
las técnicas usuales de control borroso basadas en LMIs. Los modelos canénicos
estudiados tienen como representacion del estado un sistema de variables basicas
y sus derivadas. Copyright © 2007 CEA-IFAC
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1. INTRODUCCION

En la dltima década, el diseno de controladores
borrosos para modelos Takagi-Sugeno (TS) (Takagi
and Sugeno, 1985) ha experimentado significa-
tivos avances (Sala et al., 2005). Los modelos
TS expresan el comportamiento de un sistema
a través de una interpolacién convexa de mode-
los lineales locales, donde las funciones de inter-
polacion son funciones de pertenencia borrosas.
Los disenos basados en optimizaciéon de Inecua-
ciones Matriciales Lineales (denotados en la li-
teratura inglesa con el acrénimo LMI —Linear
Matrix Inequalities—, que se utilizard asimismo

en este trabajo) (Tanaka and Wang, 2001; Kim
and Lee, 2000; Liu and Zhang, 2003; Guerra and
Vermeiren, 2004) se han aplicado ampliamente a
este tipo de sistemas. Las condiciones LMI re-
senadas son independientes de la forma de las
funciones de pertenencia de los modelos. Se han
propuesto recientemente condiciones menos con-
servativas basadas en informacion sobre la forma
de dichas funciones de pertenencia (Arifo and
Sala, 2007; Sala and Arifio, 2007). Parte del éxi-
to de tales técnicas se debe a la existencia de
metodologias sisteméticas para la identificacion de
modelos TS a partir de datos o ecuaciones de un
sistema no lineal (Takagi and Sugeno, 1985; Tana-
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ka and Wang, 2001; Babuska, 1998; Nelles et
al., 2000; Andujar et al., 2006).

En la mayor parte de las anteriores referencias, el
disefio de controladores mediante LMIs (Tanaka
and Wang, 2001; Guerra and Vermeiren, 2004)
requiere que los modelos locales del modelo bor-
roso TS sean lineales: esto implica que compartan
como punto de equilibrio el origen. El disenio del
controlador se realiza para dicho punto. No se de-
muestra, por tanto, la estabilidad para cualquier
cambio en la referencia.

El método de diseno propuesto en este trabajo
trata de evitar estas deficiencias, asegurando es-
tabilidad y prestaciones para cualquier cambio en
la referencia, y tolerando que los modelos locales
no compartan ningin punto de equilibrio. Para
llevar a cabo esta tarea, se generaliza el cambio de
variable incremental, usual en la linealizacién de
sistemas, a un cambio no constante; dicho cambio
permite tratar el modelo borroso TS con término
afin como si se tratara de un modelo borroso TS
ordinario, formado por modelos locales lineales sin
el término afin.

Una restriccién del enfoque es que los modelos
locales afines deben estar representados siguiendo
una determinada forma canoénica, que en el caso
monovariable se corresponde a la eleccién de la
salida y sus sucesivas derivadas como variables de
estado. No obstante, este sistema canénico tiene
un claro sentido fisico y es utilizado habitualmente
como forma candnica tanto en sistemas lineales
(Antsaklis and Mitchel, 1997) como no lineales
(forma normal) (Slotine and i, 1991).

Existen desarrollos de estabilidad de sistemas TS
afines (Kim and Kim, 2002; Johansson, 1999),
donde se utilizan funciones cuadraticas de Lya-
punov y el s-procedure (Boyd et al., 1994) para
probar estabilidad en el origen (que, en realidad,
representa a un unico punto de referencia arbi-
trario tras el cambio usual a variables incremen-
tales). Sin embargo, los cambios en la referencia
no estan considerados.

El articulo tiene la siguiente estructura. La sec-
cién 2 presenta las definiciones de modelo TSA
canoénico. En la seccién 3 se presenta el resultado
principal, el cambio de variable que permite trans-
formar estos modelos a modelos TS sin término
afin y con la referencia como punto de equilibrio.
En la secciéon 4 presentamos algunos ejemplos para
ilustrar el resultado y finalmente una seccién con
las conclusiones maés significativas.

2. MODELOS CANONICOS TSA

En esta seccién, se presentan las definiciones béasi-
cas de modelos borrosos que generalizan el modelo

Takagi-Sugeno utilizado en la mayor parte de las
técnicas de disefio (Tanaka and Wang, 2001; Guer-
ra and Vermeiren, 2004; Sala et al., 2005), esto es:

&= mi(2)(Aix + Biu) (1)
i=1
Z,ui(z)zl wi>0i=1...n (2)
i=1

Se asume z como un vector de variables accesible
(puede incluir algunos o todos los estados del
sistema x y variables externas). Las funciones
1i(z) son denominadas funciones de pertenencia.

Definicion 1. Modelo candnico no-borroso con ter-
mino afin

Considérese un sistema con p entradas, p salidas
y n estados definido por:

t=A-2+B-u+R
y=C-x (3)

donde el vector de estados esta construido siguien-
do la estructura:

xr = [xll L12---L1r; L21 L22-+-T2py --- Tpl {Epg...l‘prp]T

(4)
es decir, p bloques de tamano 71, ..., 7, respec-
tivamente, r1 4 --- 4+ 7, = n, compatibles con la
estructura de las matrices A, B, C, R descritas a
continuacion.

Definimos la matriz auxiliar de dimension g x (¢ —
1) como:

Ty = [0g-1yx1 Ig—1] (5)
Donde I,_; representa la matriz identidad de
tamafio (¢ — 1) x (¢ — 1) y O¢g—1)x1 representa
la matriz nula de tamafio (¢ — 1) x 1.

También, la notacion | |sx+ representa una matriz
arbitraria de dimension s X t. La matriz A en (3)
tiene la estructura definida en (8)

y las matrices B, R, C:

[0 r1—1)Xp i [0 r1—1)Xp i
[]1><p Hl><p
0 ro—1)Xp 0 ro—1)Xp
B=|_llxw | pgr=|_lhx (6)
Oy —1)xp O, —1)xp
L []1><P J L []1><P J
1 0
0 1 0
c=| " Ix| " | x| | X%
: 0
0 0 1



[ TTl ‘ O(r171)><r2 | O(rlfl)xrp ]
1xXn
Ors—tyrs | T | O¢ra—1)xr,
A= 1xn (8)
O(Tp*1)><7“1 ‘ O(rpfl)xnn,l | T,
L 1Ixn i

donde X; son matrices arbitrarias, de dimen-
siones p x (r; —1).

Nota 1. La estructura del sistema anterior es sim-
ilar a la forma canonica alcanzable (Antsaklis
and Mitchel, 1997). Por ejemplo, un sistema que
comple la anterior estructura es el sistema SISO
candnico siguiente:

0 1 0 0
0 0 1 0
A=| . . o (9)
0 0 0 .. 1
—a1 —az —as ... —aq
B=1[000..b]" (10)
C= [1 Cy C3 ... Cq] (11)

R=[000..r]"

Definicion 2. Modelo candnico borroso Takagi-

Sugeno afin (TSA).

Un modelo canénico borroso Takagi-Sugeno afin
viene definido por la expresion:

a':zz,ui(z)(Ai cx+ B;-u+ R;)
i=1

y=ZM(2)Cﬂ (13)

donde cada uno de los modelos que lo componen
tiene la estructura de la definicion 1y p;(z) son
las funciones de pertenencia, que verifican (2).

Notacion: Para acortar los sumatorios de la in-
terpolacién borrosa de matrices, se utilizara la
notaciéon siguiente:

O(2) = > i) (14)
=1

donde §2; sera sustituido por A;, B;, C;, R; segin
convenga.

Con la notacién arriba definida, el sistema borroso
de la Definicién 2 se puede escribir como:

y=C(z)x (15)

Utilizando A(z) =
Z?:l wi(z) - By, etc.

i mi(z) - Ai, B(z) =

3. PROCEDIMIENTO DE ELIMINACION
DEL TERMINO AFIN

Proposicion 1. Dado un sistema que cumple con
la estructura de la Definicién 1 y unas acciones
constantes u = u®?, el estado de equilibrio verifica

il =0 i=1,...,pj=2,...,m (16)
Demostracion: Con u = u®?, la ecuacién de
equilibrio es:

0=Az°"+ Bu*“'+ R (17)

teniendo en cuenta la estructura de la matrices
canobnicas, los estados x;2 ...z, V i verifican:

Ti3
Opi—yx1 = Iri—1yxri—1y - | = |+
2
ui?
+ 00 —1)xp * +0¢,—1)x1 (18)
ug?

Por lo tanto,

eq
Lig

OZI(ri—l)x(ri—l) : i=1,...,p (19)

€q
iT’i

Finalmente obtenemos (16).

Proposicion 2. Dado un sistema que cumple con
la estructura de la Definicion (1) y unas acciones
constantes u = u®?, los valores para el vector de
estados en el punto de equilibrio y los valores de
la salida vienen dados en la forma:

T

2 = [y1? O1x(ry—1) 3" O1x(ra—1) -+ ¥p" Otx(ry—1))

v = )T

Demostracion: Sustituyendo z¢? en la ecuacion de
salida,
Yy =C -z (20)

Teniendo en cuenta que, en virtud de la Proposi-
cion 1, los estados en equilibrio que multiplican a
las X in (7) son cero, se tiene:

xii

Ta1

pl
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con lo que, finalmente,

¢ = [yfq 01 (ry—1) ySq O1x(ry—1) --- yqu le(rp—l)]T

Lemma 1. Considérese un sistema borroso canéni-
co que cumple con la estructura de la Definicién
2,

@:%@yx+§@yu+éu)
y=Cl2) (22)
y definase una entrada auxiliar
test (2 yreg) = (C(2)A(2) 7 B(2) ™
(=yres = C(2)A(2)T'R(2)) (23)

Asumamos que la matriz G = C(2)A(z) "1 B(2) es
no-singular ! . Mediante el cambio de variable

=

— Tref (24)

=z
=u-— uest(z7 yref) (25)

>

donde

Tref = [yref,l le(rlfl) Yref,2 Ol><(7”2*1)
<o Yrefp le(rl—l)]T (26)

Yref = [Yref1 -+ Yrefp] (27)
es un vector definido por el usuario, entonces
z =0, & = 0 es el nuevo punto de equilibrio del
sistema. En las variables Z, 1, el sistema transfor-
mado viene representado por las ecuaciones:

&= pi(z)(Asd + Byil) (28)
=1

que representan un sistema borroso Takagi-Sugeno
sin término afin (1). Las variables Z, @ representan
incrementos.

Demostracion: Representamos como S, los mo-
delos locales afines formados por el resultado de
evaluar A, B, C' and R en un particular y arbi-
trario punto zg:

€= A(z0) - €+ B(z0) - u+ R(z0)
y=C(z0)¢ (29)

Este modelo lineal tiene la estructura de la Defini-
ci6on 1.

Calculamos la entrada uest = Uest(20,Yrer) de
forma que la salida y,.; sea punto de equilibrio
del sistema anterior S, utilizando la ecuacién del
punto de equilibrio:

1 G es la matriz de ganancia del sistema lineal que se
obtiene al fijar z en el sistema (13) y eliminar el término
afin. Por tanto la condicion de no-singularidad se dara
cuando esta ganancia “local” G no sea cero.

0= A(20) - &res + B(20) - test + R(20) (30)
Yref = 5(20) . fref (31)

En adelante omitimos la dependencia en zy para
simplificar la notacién

E'uest :_Z'gref _E
GAE  uoss = —Btyey - GA1F = —gpoy - GAE
test = (CALB) M (—y,ep — CAT'R)  (32)

Obtenemos el estado de equilibrio &..;. Como
Uest (20, Yrep) satisface que la salida yr.r es punto
de equilibrio, y como S, tiene la estructura de
la Definicién 1, entonces la Proposicién 2 asegura

que &pey €5:

fref = [yref,l 01><T1 Yref,2 01><r2 <o Yref,p 01><T1]T

idéntica al estado 2,.s definido en (26). Como zg
en (30) es un punto arbitrario, tenemos

0= ﬁ(z) “Tpef + E(z) “Uest (2, Yref) + ﬁ(z) YV z
(33)
Haciendo el cambio de variable

T =T — Tref

=Uu— uest(zayref)

U
y utilizando (33), las ecuaciones del sistema
pueden escribirse como

i =Az+ Bu+ R= Az + Bt + Buest + R
w':gx—i-gﬁ—gxmf—ﬁ—l—ﬁ:;}v(r—rmf)—i-gﬂ
i=As+ Ba

Si yres se considera como punto de referencia
constante (yrey = 0), entonces &,y =0y T = .
Asi el modelo borroso en las nuevas variables es:

&=Ai+Bi=Y pi(z)(Aid + Bi)
=1

cuyo punto de equilibrio es & = 0, que corresponde
con Zrer (y salida yrer) en el modelo original no
incremental. ]

El sistema en las nuevas variables tiene el término
afin eliminado y se puede disefiar un controlador
borroso utilizando técnicas TS convencionales. En
particular, en los ejemplos de la siguiente seccion
se usaran técnicas LMI. La accién de control
del sistema original serd calculada sumando a
la acciéon del sistema en incrementos el término

Uest (Z, yref)-

Se observa también que, con un sistema TS no afin
(R(2)-0)y con referencia y,.; = 0, el resultado
es uest = 0: la metodologia propuesta coincide
en ese caso con la utilizada normalmente en la
literatura. Pero los resultados de este trabajo se



Figura 1. funciones de pertenencia

pueden aplicar incluso para cambios de referen-
cia en modelos TS no afines (siempre que es-
tén en forma canonica), generando Uest(2, Yref =
—(C(2)A(2) ' B(2)) ! - yres, cOmo se muestra en
el primer ejemplo de la siguiente seccién.

4. EJEMPLOS

En esta seccién, se exponen varios ejemplos para
mostrar las posibilidades de la metodologia pro-
puesta. Un primer ejemplo muestra el control de
un sistema borroso TS sin término afin en varios
puntos de funcionamiento, comparando los resul-
tados de la metodologia propuesta con la habitual
que utiliza un cambio constante de variable. El
segundo ejemplo ilustra la metodologia para el
caso multivariable.

Ejemplo 1. Dado el siguiente sistema borroso TS:

2
y=Ca (34)

donde los dos modelos lineales vienen dados por:

[010]
A =1]001 (35)
(121
[010]
Ay =1001 (36)
(484 |
T
By =By;=[001] (37)
C=[100] (38)

y las funciones de pertenencia p;(z) son las par-
ticiones trapezoidales mostradas en la Figura 1,
donde la variable z viene definida por z = x +
2x9+x3. La Figura 2 muestra el cambio brusco en-
tre modelos lineales del sistema como una funcion

Figura 2. No linealidad de la funcion 25 — u

de z. por simplicidad y para evitar representacio-
nes n-dimensionales, se ha elegido como ordenada
Li?g —U.

Se observa que para este sistema TS con punto
de funcionamiento en el origen (Pfy en la figu-
ra), se cumplen las condiciones de disefio de un
controlador de compensacion dindmica en paralelo
(Tanaka and Wang, 2001), definido como:

u= Z pi(z) Fix (39)

Por tanto, se puede aplicar la metodologia LMI
para obtener un controlador que estabilice al
sistema con una cierta tasa de decrecimiento «.

Las condiciones LMI propuestas en (Tanaka and
Wang, 2001) son :

—XAT — A1 X + MTBY + B1Mi —2aX >0 (40
—XAY — Ay X + MI BT + BoMs — 20X >0 (41

—XAT — A1 X — XAT — Ao x + MT BT + 42

(40)
(41)
(42)
+BoM; + MEI BT 4 B1Ma — 4aX >0 (43)
donde

X=P ' M =FRX, My=FRX (44

siendo P una matriz simétrica que define la fun-
cién de Lyapunov 2T Px y Fi, Fy las ganancias
del controlador de realimentacién del estado im-
plementado como:

= —F(2)& = —(u1(2)F1 + pa(2)F2)2  (45)

donde % = U —Uyef, £ = T—Trey siendo en el caso
en consideracion tyer = 0, Trep = 0.

Para o = 1 obtenemos el controlador:

Fy =[27,5203 28,7108 8,4221 | (46)
F,=[30,5203 34,7108 11,4221 ]  (47)

F(z)= Z pi(2) F; (48)

El cual como se esperaba funciona correctamente
cuando alcanzamos el origen (Pfy de la Figura
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54r

5.3
)/Tef

5.2

511

491

4.8
0

Figura 3. Salida del sistema Y con cambio de
variable constante

2). Sin embargo cuando tratamos de estabilizar el
sistema cerca de otro punto de funcionamiento, el
punto Pf; de la figura 2 (upef = —13,125 yyep =

5,25 Tpep = [5,25 00 ]T), las condiciones de
Lyapunov ya no son validas. Esto se debe a que el
modelo linealizado en esa zona no esta contenido
por los modelos locales. Para poder utilizar la
metodologia habitual es necesario redefinir los
modelos locales. De hecho con el cambio constante
de variable & = u 413,125, £ = x — .y utilizado
para conseguir x = 0 como punto de operacién, el
controlador resultante:

w=—13,125+ F(z)(x — [52500]")  (49)

hace localmente inestable el punto de equilibrio: la
Figura 3 muestra c6mo para condiciones iniciales
en la vecindad de la referencia, el sistema se aleja
hacia otra region del espacio de estados.

Por el contrario, aplicando la metodologia pro-
puesta en este articulo se obtiene un controlador
valido para todos los puntos de operacién, sin
necesitarse modificaciones en las condiciones LMI.
La Figura 4 muestra la accién no constante s
calculada mediante el Lema 1, el cual reemplaza
el valor constante —13,125 en (49). De esta forma,
el sistema en bucle cerrado resultante tiene la
referencia deseada como punto de equilibrio, y
dicho equilibrio es estable satisfaciendo la tasa de
decrecimiento de diseno, tal y como se muestra en
la Figura 5.

Ejemplo 2. Este ejemplo muestra el funcionamien-
to de la metodologia aplicada a un sistema de 5°
orden MIMO Takagi-Sugeno afin con dos modelos
locales inestables dado por:

2
&= pi(2)(Ai(x — zi0) + Bi(u — o))
i=1

yzz:m(Z)Cw (50)

-12.8

-13.2

-13.4

est

-13.6

-13.8 |

Figura 4. Accién no constante uegy

Yref

Figura 5. Salida del sistema Y con accién no
constante ueg;

donde
01 0 0 0
00 1 0 0
A={42 =53 0 (51)
00 0 0 1
1—-1-5-5-1
T
00201
Bl_[omoo] (52)
01 0 0 0
00 1 0 0
Ay=15 1012 0 (53)
00 0 1
1-1-1-2-1
T
00100 1
By = [00 1 00} (54)
1 010050 -0,
Gr= {0 02 051 —0,1} (55)
1 02 010-02
¢z = {0 0,1 —05 1 0,2] (56)
210=1[00000]" (57)
U0 = [0 O]T (58)
20=1[20020]" (59)
U20 = [1 3]T (60)



y las funciones de pertenencia p;(z), definidas
sobre z = x1 + x4 como:

1 z2<0
1-025z 0<z<4 (61)
0 z>4

pa(z) =

siendo p2(z) =1 — p1(2).

Agrupando los diferentes puntos de equilibrio para
cada modelo local en el término afin:

R = —Ajzi0 — Biugo (62)

Por lo tanto, el sistema cumple la estructura de la
Definicion 2. Asi la accion de control ueq(z, yref),
calculada mediante (23), y el estado de equilibrio
son
LTref = [yrefl 00 Yref2 O]T (63)
Uest = (CAle)*l(—yref —~CA™'R) (64)
donde Yrer1 y Yref2 son referencias arbitrarias
definidas por el usuario, para cada una de las dos
salidas del sistema. El cambio de variable elimina
los términos afines, asi el sistema puede expresarse
en incrementos como & = Y- i(2)(AiZ + Bidl).
Mediante la LMI Control Toolbox de Matlab, se
disefiard un controlador para el sistema no afin
resultante, para la tasa de decrecimiento a =

0,5. El resultado son las matrices F} y Fb del
controlador:

P | 23055 —1,1045 —0,7586 2,0488  1,1811

171 19,0488 48,1167 3,5752 —22,2677 —11,5650
g | 19855 —17181 —0,7979 23385 12567
27| —0,7924 45,8957 12,8867 —31,8246 —15,5711

Esta accién de control se aplica al sistema después
de invertir el cambio de variable:

U = Uest (2, Yrep) — (11 (2) F1 + p2(2) F2 ) (T — Tref)

(65)
La Figura 6 muestra la respuesta del sistema en
la referencia y,.; = [l 1], donde se observa

que, en efecto, las variables z1 y x4 convergen
al punto de equilibrio deseado. En las figuras 7,
8 v 9 se representan las evoluciones de: la accién
de control responsable del cambio de variable, las
variables de salida y la accién de control global,
respectivamente.

El funcionamiento del controlador obtenido para
cambios de referencia de (1,1) a (2,2) se muestra
en la Figura 10.

5. CONCLUSIONES

Este articulo presenta un cambio de variable para
la eliminacién del término afin, en modelos bor-
rosos Takagi-Sugeno afines cuyos modelos locales

T2

T3

T4

-0.5

05}
0,
-0? L Il Il Il
0 5 10 15 2
05}
) ‘ ‘
0 5 10 15 2
2 : x x
1
0 Il Il Il
0 5 10 15 2
1,
0 1 1 1
0 5 10 15 2
1 [ T T T
05
0 Il Il Il
0 5 10 15 2

Figura 6. Respuesta temporal de las variables de

estado

N

Uestl

UestZ

Figura 7. Accién Ueq

Y

Y

05-

Figura 8. Salida del sistema Y
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U,

Figura 9. Accién de control global U

151 Y,
1 Y2

Figura 10. Salida del sistema Y con cambio en la
referencia a V,er = (2,2)7

tienen una estructura canoénica particular. Esta
estructura puede obtenerse por ejemplo toman-
do como variables de estado las salidas y sus
derivadas.

Como resultado obtenemos un sistema en incre-
mentos con el punto de equilibrio en & = 0. A
diferencia de los cambios de variables comunes, el
propuesto es un cambio de variable no constante
en el tiempo que obtiene la eliminacion del tér-
mino afin; el sistema en incrementos resultante
tiene la misma representacién para cualquier re-
ferencia deseada. De esta forma se pueden aplicar
directamente, independientemente de la referencia
tomada, los métodos usuales de diseno de con-
troladores para sistemas borrosos TS no afines.
Es interesante, como caso particular, la aplicacion
de esta metodologia al control de cambios en la
referencia en sistemas borrosos TS.
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