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INFORMACION DEL ARTIiCULO RESUMEN

Hist_Dfia del articulo: ) Recientemente, la fusién de datos entre una cdmara y un sensor de profundidad del tipo LiDAR se ha
Recibido el 29 de noviembre de 2014 convertido en un problema de gran interés en la industria y en la ingenieria. La calidad de los modelos
Aceptado el 29 de mayo de 2015 3D producidos depende, en buena manera, de un proceso correcto de calibracién entre ambos sensores.

On-line el 18 de diciembre de 2015 En este articulo, se realiza un analisis de sensibilidad en un modelo de calibracién cimara-LiDAR. Se ha

calculado individualmente la variabilidad de cada parametro por el método de Sobol, basado en la técnica
Palabras clave: de ANOVA, y el método FAST, que se basa en el anélisis de Fourier. Se han definido los pardmetros mas
égl?g:;is;sszrsslg;lelgad sensibles y con mayor tendencia a introducir errores en nuestra plataforma de reconstruccién. Se han
Calibracién cimara simulado multiples conjuntos de parametros para su andlisis y comparacién utilizando los métodos de
Calibracién LIDAR Monte Carlo e Hipercubo Latino. Se muestran estadisticas sobre la sensibilidad total y global de cada
parametro. Ademas, se presentan resultados sobre la relacion de sensibilidad en la calibracién camara-
LiDAR, el costo computacional, el tiempo de simulacién, la discrepancia y la homogeneidad en los datos
simulados.
© 2015 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Publicado por Elsevier Espafia, S.L.U. Este es un
articulo Open Access bajo la licencia CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

Sensitivity analysis in a camera-LiDAR calibration model

ABSTRACT

Keywords: Recently the data fusion between a camera and a depth sensor of LiDAR type, has become an issue of
Sensitivity analysis major concern in industry and engineering. The quality of the delivered 3D models depends greatly on a
Sensors calibration proper calibration between sensors. This paper presents a sensitivity analysis in a camera-lidar calibration
E?;&ri;?ggtaiggn model. The variability of each parameter was calculated individually by the Sobol method, based on
ANOVA technique, and the FAST method, which is based on Fourier analysis. Multiple sets of parameters
were simulated using Monte Carlo and Latin Hypercube methods for the purpose of comparing the results
of the sensitivity analysis. We defined which parameters are the most sensitive and prone to introduce
error into our reconstruction platform. Statistics for the total and global sensibility analysis for each
sensor and for each parameter are presented. Furthermore, results on the sensitivity ratio on camera-
LiDAR calibration, computational cost, time simulation, discrepancy and homogeneity in the simulated

data are presented.
© 2015 CIMNE (Universitat Politécnica de Catalunya). Published by Elsevier Espafia, S.L.U. This is an
open access article under the CC BY-NC-ND license
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Introduccién andlisis de incertidumbre y la sensibilidad de la calibracién son

temas poco estudiados. El interés de este trabajo es cuantificar la

Actualmente, la calibracién de un sensor LiDAR y una cimara variabilidad de los pardmetros del modelo del sensor con respecto a

ha sido abordada por mudltiples investigadores; sin embargo, el la técnica de calibracion. Ademas, se calcula la injerencia individual
de cada parametro en esta variacion.

Como preambulo, y para comprender mejor los conceptos que

% Autoren correspondencia, se utilizan en el cuerpo del articulo, precisamos que un modelo

Correo electrénico: jgonzalezba@ipn.mx (J.J. Gonzalez-Barbosa). en términos de esta investigacion se refiere al estudio de las
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relaciones geométricas de las variables que existen en un sistema
optico (camara) o una serie de emisores laser (LiDAR). Estos
modelos se aplican en el proceso de calibracién para calcular los
parametros intrinsecos y/o extrinsecos que definen geométrica-
mente las variables con respecto al mundo y al propio sensor. En
ocasiones, estos modelos son tan complejos que es preciso utilizar
procedimientos estadisticos (simulaciones) para comprender su
comportamiento y predecir las consecuencias de sus resultados,
segln las variaciones del modelo.

El andlisis de sensibilidad se centra en la relacién que existe
entre las entradas y las salidas dentro de un sistema, el cual estu-
dia las relaciones entre las variables. Por ejemplo, en un modelo
de calibracién para una cimara, se analiza de qué modo los para-
metros resultantes del modelo (salidas) varian en funcién de las
coordenadas de los puntos de referencia (entradas)y como se puede
distribuir cuantitativamente esta variacién a los diferentes nive-
les de cambio. Por otro lado, el analisis de incertidumbre ayuda a
reducir la propagacién del error en la salida del modelo del sensor.
Al conocer la desviacién del error en los parametros de entrada,
es posible mejorar la precisién, ya sea optimizando el proceso de
calibracién o adicionando un factor nominal para aumentar la pre-
cisién. En conjunto, la sensibilidad y el andlisis de incertidumbre
ayudan a enlazar la influencia de las suposiciones y los parametros
de entrada en el modelo del sensor.

Para crear escenas urbanas 3D a gran escala (visién profunda),
es importante que la fusidn de los datos sea eficaz, flexible y con
la minima intervencién humana (auténoma). Eficaz, en cuanto a
la correspondencia entre la geometria y la topologia observada por
los sensores de las estructuras urbanas. Flexible, para poder recons-
truir cualquier tipo de estructura sin ninguna limitacién por algin
tipo de descripcién especifica previa. Y auténoma, para lograr la
fusion de los datos sin necesidad de que haya un usuario. Mediante
el andlisis de la sensibilidad y la incertidumbre, podemos cuantifi-
car en qué grado nuestro sistema es eficaz, y esta es la razén que
justifica esta investigacion.

Una vez definidos el modelo del sensor y la técnica de calibra-
cién y de fusion de datos, el andlisis de la sensibilidad determinara
la incertidumbre en los parametros de entrada [21]. Existen varios
enfoques sobre el andlisis de la sensibilidad y de la incertidumbre,
entre ellos: (1) los basados en el muestreo, que utilizan la genera-
cién de muestras considerando su distribucién probabilistica para
analizar los resultados de su variacién [12]; (2) el analisis diferen-
cial, que consiste en aproximar el modelo a una serie de Taylor y
después, mediante un andlisis de la varianza, obtener el analisis de
sensibilidad [4]; (3) la prueba de sensibilidad de amplitud de Fou-
rier (FAST, por sus siglas en inglés), que se basa en la variacién de
las predicciones del modelo y las contribuciones de las variables
individuales a la varianza [22]; (4) la metodologia de superficie
de respuesta (RSM, por sus siglas en inglés), en la cual se disefia
un experimento que proporcione valores razonables de respuesta
del modelo del sensor para, a continuacién, determinar el modelo
matematico que se ajuste mejor a los datos obtenidos. El objetivo
final del RSM es establecer los valores de los factores que optimizan
la respuesta (costo, tiempo, eficiencia, etc.) [19].

En general, en un modelo se puede realizar un andlisis de sen-
sibilidad local o global [21]. El analisis local analiza la varianza de
las funciones de salida con respecto a los parametros de entrada.
Los parametros de entrada son alterados dentro de un intervalo
pequeiio, alrededor de un valor nominal, y se aplica un analisis a
cada parametro en particular. Un factor limitante es que este anali-
sis solo proporciona informacién del punto de partida desde el cual
es calculado y no analiza todo el espacio de entrada del parametro.
Ademas, si el modelo no es continuo, no se puede hacer el analisis.
Por otro lado, los enfoques basados en la sensibilidad global asig-
nan la incertidumbre del pardmetro de salida a la incertidumbre
de los factores de entrada, mediante el muestreo de funciones de

densidad de probabilidad (PDF, por sus siglas en inglés) asociadas a
los parametros de entrada. Para este enfoque, todos los parametros
se modifican simultineamente y sus indices de sensibilidad se cal-
culan sobre el rango de variacion total de los parametros de entrada.

Los métodos de Sobol y FAST toman en consideracion el efecto
de las PDF de cada parametro, la variacién simultanea de todos los
parametros, y no requieren que los modelos sean aditivos o lineales.
Estos métodos permiten descomponer la varianza de la salida utili-
zando las técnicas de simulacién de Monte Carlo (MC) o el Muestreo
Hipercubo Latino (LHS, por sus siglas en inglés). Un algoritmo de
simulacién debe considerar tres enfoques al muestrear un modelo:
diseflo, andlisis y evaluacion. Primero, se debe elegir qué parame-
tros son los importantes en el modelo; esta claro que los resultados
variaran cuando diferentes parametros sean alterados. Segundo, la
distribucién estadistica escogida para el modelo ha de analizar, ade-
mas, si la incertidumbre es estocastica o no. Tercero, la estructura
de correlacion es sumamente importante. Si no se toma en conside-
racion esta correlacion, los intervalos del andlisis de incertidumbre
y sensibilidad pueden generar resultados incorrectos.

La técnica de MC aporta un procedimiento estandar para eva-
luar la incertidumbre, simulando y muestreando las variables de
entrada [15,16,27]. MC genera nimeros pseudoaleatorios en un
espacio definido por una PDF. La cantidad de secuencias a simular se
debe determinar segiin la recomendacién propuesta en [7]. Cuando
un modelo contiene demasiadas variables, su analisis de incerti-
dumbre y sensibilidad utilizando la técnica de MC resulta dificil y
tiene un alto costo computacional. Esta dificultad es debida a que
demasiadas variables requieren una gran cantidad de simulaciones
para calcular unos resultados representativos del modelo.

La técnica de LHS es similar a la de MC, con la diferencia basica
de que los parametros son tratados como estratos y los pseudo-
nameros se distribuyen de forma proporcional a los elementos de
cada muestra entre los estratos establecidos. La PDF se genera a
partir del promedio de cada estrato y debe presentar una distribu-
cién semejante a la distribucién de los elementos de la muestra. La
cantidad de pseudontimeros aleatorios que deben generarse para
la simulacién se establecen de manera similar a la definida en MC.
En [18], se presenta un analisis de la eficiencia y de la velocidad de
la técnica LHS frente a la técnica de MC.

Otros métodos para el analisis global de la sensibilidad se pre-
sentanen [6],[17], [20].

En este trabajo, se muestran las estadisticas y los resultados del
comportamiento de la calibracién y de la fusién de datos entre un
sensor laser y una caimara panoramica para tareas de reconstruc-
cién urbana en 3D. Se obtiene el comportamiento analitico de los
parametros de calibracién en condiciones no controladas, asi como
la relacién entre los parametros de calibracién de la plataforma y
los datos ruidosos que se ingresan directamente de los sensores.
Ademas, se comparan con simulaciones utilizando las técnicas de
MCy de LHS, y cinco diferentes tipos de PDF.

2. Modelo de la plataforma de adquisicion

El objetivo es modelizar geométricamente el comportamiento
de nuestra plataforma multisensor (v. figura 1), compuesta por un
escaner laser Velodyne HDL-64E y una cdmara panoramica Point
Grey Ladybug2, para realizar tareas de reconstruccién tridimensio-
nal en ambientes urbanos.

El LiDAR es un conjunto de laseres que obtiene distancias de
los objetos al medir el tiempo de vuelo del haz de luz, desde que
es emitido hasta que regresa tras ser reflejado por la superficie de
un objeto. Estd compuesto por una serie de 64 laseres que giran
sobre su eje vertical ofreciendo un campo de visién de 360°. Ver-
ticalmente, el LiDAR cuenta con un angulo de visién de 26,8°. Los
laseres son activados cada 4 nanosegundos. La cimara Ladybug2
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es un sensor omnidireccional de alta resolucién, compuesto por
seis camaras de 0,8 megapixeles. La forma de anillo en que estan
dispuestas cinco de las seis cAmaras permite tener imagenes con
una visién de mas del 75% de la esfera total. La figura 3 muestra
todo el sistema de coordenadas entre el LiDAR y la cAmara.

2.1. Modelo del LiDAR

Se ha definido un sistema de coordenadas esféricas global cuyo
origen es el centro del LiDAR, como el que se presenta en [2].
Después, se han generado los datos 3D utilizando la funcién pun-
tos3D =£{ds, 6, ¢) con respecto al origen, donde ds, es la distancia a
que se encuentra el objeto con el cual rebota el laser, 0 es el angulo
cenital y ¢, el angulo azimutal en que el laser esta orientado (v.
figura 2). El principio del modelo matematico se basa en la trans-
formacién de los puntos 3D en el sistema de coordenadas esféricas
al sistema cartesiano, como se observa en la siguiente ecuacién:

X' = d},sin(6 + AB) — hpsc cos(6 + AB),
y' =dj cos(0 + AB) + hpsc sin(0 + A9), 1)
Z' = (ds + Ads)sin(¢ + A@) + vosc cos(¢ + Ap),

donde hgsc es la correccion horizontal con respecto al laser, vosc
es la correccién vertical con respecto al laser, ambas en cm, d; =
(ds + Ads)cos(¢p + A@) — vosc sin(¢ + A¢). Durante el proceso de
calibracién, los valores de A se calculan al minimizar el error entre
un objeto digitalizado por el LiDAR y las dimensiones reales del
objeto. El objeto que se utiliza para la calibracién es un conjunto
de 5 planos, como se observa en [2]. Para cada laser i, la ecuacién
anterior puede rescribirse como:

Figura 1. Plataforma multisensor compuesta por un LiDAR Velodyne HDL-64E (L),
una cdmara Ladybug2 (LB) y un GPS. La Ladybug?2 es un sistema compuesto por seis
camaras (G). [R, T]Ei representa la translacion y la rotacién del LiDAR y de las seis
camaras de la Ladybug2.

x; = dy sin(0 + A6;) — (hosc); cos(6 + AG;),

y; = dy cos(0 + AB;) + (hosc); sin(0 + A;),

z; = (ds; + Ads;) sin(¢; + Ag;) + (vosc)i cos(¢; + Ady),

X =[xy, z1=gi0, §i, ds;, AO;, Ay, (vosc )i, Ads;, (hosc);)s
(2)

para dy = (ds; + Ads;) cos(¢; + A¢;) — (vosc); sin(@p; + Agy), i=1, 2,
..64.
Este modelo matematico considera cinco parametros intrinse-
cos para cada laser {A6;, (hosc)i, (Vosc)is Ay, Ads;).

2.2. Modelos de la camara

Las seis camaras de la Ladybug2 son representadas por C; (i=1,
..., 6). Un punto 2D en la camara C; es representado por uSi =

[uG oS ]T. Un punto 3D del LiDAR es representado por X' =
[XL yL 7L ] " Utilizamos % para representar un vector homogé-
neo adicionando un 1 como dltimo elemento: @ = [uci &1 ]T
yX = [xt vt zb 1] " El punto uC referenciado en la cimara
corresponde a la interseccion del plano de la imagen con la linea

formada por el punto X! y el centro éptico C;. La relacién entre un
punto 3D y su proyeccién en la imagen viene dada por:

s’ = AG[R, TIGR" = PAR 3)
para
C.
—kyf O wug 077
AS=| 0 ko v O (4)
0 0 10
y P =AG[R, TIfi

donde s es un factor de escala, [R, T]f" son los parametros extrin-
secos y representan la transformacién rigida entre un punto en la
referencia del LiDAR L al de la cimara C;, y AS es la matriz de para-
metros intrinsecos de la cimara C;, formada por las coordenadas del
punto principal de la imagen (ug, vg), la distancia focal f, —k,f=a y
k,f = B los factores de escala de los ejes u y v en laimagen. La 3 x 4
matriz PLCi es la matriz de proyeccién. La traslacion y la rotacién
estan definidas como: T=[tx ty tz]T y R=[wx wy wz|T, expresada en
angulos de Euler.

Aunque la cimara es geométricamente modelada con el modelo
pinhole, se ha calibrado por las técnicas de Tsai [26], Heikkild [11]
y Zhang [28]. Como preambulo, en la nomenclatura utilizada en
las tres técnicas, se define lo siguiente: la transformacién de las
coordenadas en la referencia del mundo (X%, YW, ZW) al sistema
de coordenadas de la camara (X%, Y<, Z%) se realiza con los

v

v

Figura 2. Estructura del LiDAR Velodyne HDL-64E, que esta formado por un conjunto de 64 laseres. Cada laser esta orientado en funcién de ¢ y 6. Los planos cartesianos

muestran las correcciones de elevacién y rotacién, respectivamente (Vosc Y hosc).
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R TIg

Figura 3. Marco de referencia del LiDAR L y el sistema multicimara Cy, ---, Ce.
[R, T]S{, representa la transformacién mundo-LiDAR y [R, T]f', la transformacién
LiDAR-camara.

parametros extrinsecos [R, t]. La transformacién de las coordena-
das en la referencia de la camara (X%, Y%, Z%) a la referencia del
plano imagen (xPi, yPi) se realiza con los parametros intrinsecos. En
las técnicas de Tsai y Heikkild, estos son el punto principal o centro
de la imagen (cx, cy), la distancia focal (f), el factor de escala de la
imagen (sx), las distancias entre pixeles adyacentes (dx, dy) en las
direcciones x e y, o sus inversas (Dx, Dy). En la técnica de Zhang,
los parametros son el centro de la imagen (cx, ¢y), la distancia focal
(a, B) alolargo de los ejes x e y. Para estandarizar la nomenclatura,
definimos: o =fsx/dx = fsxDx y B =f]dy = fDy, relacionando la distancia
focal en los tres métodos (tabla 1).

2.3. Calibracién cdmara-LiDAR

El LiDAR ha sido calibrado con el método descrito en la sec-
cién 2.1. Asi pues, un punto reconstruido por el LiDAR (ds, 6, ¢)
es transformado a [XL, YL, ZL] mediante la ecuacién (2). Este punto
es proyectado a la imagen utilizando los parametros intrinsecos
de la camara A% y la transformacién rigida entre la cdmara y el
LiDAR [R, T]fi. Aplicando los algoritmos y el patrén de calibracion
presentado en [8], encontramos la transformacién cimara-LiDAR,
la cual puede describirse como se observa en la siguiente
ecuacion:

[RTIS = [R, TIG « (IR, Tly) (5)

Tabla 1

A.L Garcia-Moreno et al. / Rev. int. métodos numér. cdlc. disefio ing. 2016;32(4):193-203

3. Metodologia de andlisis
Incertidumbre

La guia para la expresién de la incertidumbre de las medidas
(GUM, por sus siglas en inglés) propone una metodologia para
estimar la incertidumbre mediante la ley de propagacién de la
incertidumbre [3]. El enfoque que se presenta se resume en cuatro
pasos: especificaciones, identificacién, cuantificacién y combina-
cién. La etapa de especificacién establece una relacién algebraica
entre el resultado analitico Y y los parametros x; que afectan el
procedimiento:

Y:f(X],Xz,--~,Xn) (6)

En la etapa de identificacion, se localizan todas las fuentes de
incertidumbre en el procedimiento y, posteriormente, se miden en
la etapa de cuantificacién. Las incertidumbres pueden evaluarse a
partir de la desviacién estandar de una serie de mediciones repe-
tidas. En la etapa de combinacién, la incertidumbre combinada
estandar u(Y) se evalda a partir de las incertidumbres estandar de
los parametros individuales u(x;) y la covarianza cov(x;, x;) entre
los parametros correlacionados. De acuerdo con los principios de

la propagacién de error:
n 2 n-1 n
aYy ay ay
u?(Y) = — ) (%) +2 — — ) cov(x;, x; 7
=3 (g ) w&+2>_ > B g ) O ()
donde, si todos los parametros son independientes, entonces cov(x;,

i=1 i=1 j=i+1
X;)=0.Puesto que se ha evaluado la incertidumbre estandar, se cal-
cula la incertidumbre expandida U(Y) multiplicando u(Y) por un
factor de cobertura k, suponiendo que la distribucién de probabi-
lidad de Y es normal. El valor k=2 da un valor de confianza a los
resultados del 95%.

3.1. Sensibilidad

Particularmente, el andlisis de la sensibilidad es una consecuen-
cia del andlisis de la incertidumbre. Para calcular la sensibilidad de
la respuesta a los cambios en los parametros, se debe seleccionar
un método de probabilidad para asignarle los valores a los parame-
tros dentro de todo el espectro de su incertidumbre [22]. El peso de
cada parametro en la sensibilidad se mide por la correlacién entre
el parametro y su respuesta. Mayores cambios indican parametros
con mucha sensibilidad.

En [21], los autores agrupan el andlisis de sensibilidad en:
(1) métodos de seleccién, (2) métodos locales y (3) métodos glo-
bales. En este trabajo, en concreto, se realizara el analisis global
para conocer los efectos que tienen las variables de entrada en el
modelo de calibracién, es decir, teniendo en cuenta la dispersién
de la desviacién de los resultados con respecto a su media.

Se han utilizado dos métodos para realizar este analisis, el de
Sobol y el FAST, porque presentan las ventajas siguientes: (1) los
parametros se evaldan en todo su rango de variacién; (2) la esti-
macién de los valores esperados y la varianza de cada parametro

Relacién de los parametros extrinsecos-intrinsecos y las coordenadas en las técnicas de calibracion de Tsai [26], Heikkild [11] y Zhang [28]. Para estandarizar la nomenclatura,
definimos: «a =fsy/dx =fsxDx y B=f|dy =fDy, relacionando la distancia focal en los tres métodos. R=[wx wy wz]" en dngulos de Euler. T=[tx ty tz]”
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se calcula de manera directa; (3) calculan la contribucién que cada
parametro tiene sobre la sensibilidad total; (4) determinan los efec-
tos de la interaccién entre los pardmetros dentro del andlisis de
sensibilidad, y (5) no requieren modificaciones en los modelo
de calibracién para realizar el analisis.

3.1.1. Sobol

Supongamos que el modelo viene dado por Y=£f(Xq, ..., Xy),
donde X; son parametros independientes de entraday Yes la salida
del modelo. Realizando el anilisis segtin su dispersion [1], f puede
ser lineal o no lineal, y el andlisis de la sensibilidad evalda la
aportacién de cada parametro X; en la varianza de Y. Este estudio
es conocido como andlisis de varianza (ANOVA, por sus siglas en
inglés). Para conocer los indices de sensibilidad de cada parame-
tro independientemente, la varianza V del modelo se descompone
como:

V= ZV+ZV11+ Zvum"‘ + Vi (8)

i<j i<j<m

donde Vi = V(E(YIX;, X, -+, Xi)) = Vi = Vj— ... = Vj.
Los indices de sensibilidad se obtendrian con:
Sil’iZs'“vik = W (9)

donde iy, iy, - - -, i, son los parametros de entrada. Entonces, todos
los indices de sensibilidad que nos permiten observar la interaccién
entre las entradas y la no linealidad han de cumplir la condicién:

Zs +ZZ$,,+ + S =1 (10)

i j>i

Por otro lado, el indice S; = % solo muestra el efecto que tiene el
parametro X; en la salida del modelo, pero no toma en consideracién
la interaccién con otros parametros. Para estimar la influencia total
de cada parametro, se calcula la varianza parcial total:

Vit = th Vi, (1)

La sumatoria se hace sobre todos los diferentes grupos de indices
que satisfacen la condicién 1 <ij <iy <---<i, <s, en que uno de los
indices es igual a i. Entonces, el indice total de sensibilidad viene
dado por:

ylot
tot

St = ’7 (12)

El indice total de sensibilidad Si“” representa el porcentaje espe-
rado de la varianza que permanece en la salida del modelo, si
se conocen todos los parametros excepto i. Se deduce, pues, que
0 <S; < S < 1. Elresultado de S/°' y S; indica la interaccién entre
el parametro i y los demas parametros.

De acuerdo con [5], del valor de los indices de sensibilidad se
puede inferir lo que se muestra en la tabla 2, donde 7 € {iy, iy, - - -,

i ).

3.1.2. FAST

FAST permite generar indices de sensibilidad independientes
para cada parametro de entrada a través de la bisqueda en todo
el espacio de los parametros de entrada, donde se estiman el valor

esperado y la varianza del parametro. La idea del método es con-
vertir la ecuacién (8) en una integral unidimensional s utilizando
las funciones de transformacién G;:

Xi = G,-(sinwis) (13)

donde s € (— m, 7). Una buena eleccién de la transformacién G; y la
frecuencia w; permitira evaluar el modelo en un nimero suficiente
de puntos [22]. De hecho, si se elige un conjunto linealmente inde-
pendiente de frecuencias wy, ..., @y, paras € { — oo, 0o }, el vector
obtenido X;(s), ..., Xn(s) traza una curva que cubre completamente
el espacio n—dimensional del cubo unitario K" (w; no puede obte-
nerse como una combinacién lineal de otras frecuencias con coe-
ficientes enteros). Esta curva se define de modo que sea periddica,
con diferentes intervalos relativos a cada parametro. El proceso de
transformacién se define como X;(s) = % + % arcsin(sin(w;s)), para
s determinado por el tamafio de la muestra N:
2k

s= Tk_l 4N (14)

Debido al uso de frecuencias impares y a las propiedades de
las series de Fourier, en las aplicaciones FAST, s = ”(ZJ r-1y, j=

1,...,ryr= ’;’.Entonces.elvalor esperado de Y puede aproximarse
por
_l T
Y)=o- [ﬂf(S)dS (15)
para

f(s) =f(Gi(sinwys), -,

En consecuencia, se puede aproximar la varianza de Y como:

V)= o / F2s)ds — [ECY)P

~ Z (A2 +B%)—

i=—00
o0

~2) (A7 +B?)
i=1

donde A; y B; son los coeficientes de Fourier. La contribucién de X;
en la varianza V(Y) puede aproximarse por:

Gi(sin wys)) (16)

A2+Bz) (17)

M
2 2
Dy~ Y (A2,+B2,) (18)
p=1

donde wi esta relacionado con su valor G; en la ecuacién (16) para
p=1,2---M. Entonces, M sera el arménico maximo. Los coeficien-
tes de sensibilidad por el método FAST para cada parametro se
calculan:

2
Vi Zp l(prz + Bpwl)
Si= v(Y)™ 2., p2
Zi:l(Ai +B7)

3.2. Simulacién y discrepancia

(19)

El nimero de iteraciones necesarias para calcular la precision es
undatoimportante para evaluar las simulaciones. Amenos iteracio-
nes, mas eficiencia. Ademas, también hay que evaluar la capacidad
de detener el andlisis cuando se haya alcanzado la precisiéon sufi-
ciente, lo cual supone menos tiempo de calculo. Esta posibilidad

Tabla 2
Relevancia de los parametros segtn su indice de sensibilidad.
Muy relevante Relevante Poco relevante Irrelevante
0.8 <S; <Skt <1 0.5<S; <S <0.8 0.3 <S; <SSkt <0.5 0<S; <SP <0.3
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se denomina convergencia del calculo. En este trabajo, evaluamos
dos enfoques para obtener los indices de sensibilidad de nuestro
método de calibracién, que se describen en las secciones 3.2.1 y
3.2.2, respectivamente.

Dado que los parametros del modelo de calibracién siguen
diferentes tipos de distribuciones, es complicado definir una dis-
tribucién estadistica universal para todo el modelo. Cominmente,
se opta por aproximar el comportamiento estadistico de un modelo
complejo a una distribucién normal (ecuacién (20)). Para nuestro
estudio, hemos decidido generar los datos que alimentan el andlisis
delasensibilidad con cinco diferentes distribuciones (secuencias de
Haltony de Sobol; distribuciones normal, uniforme y multivariada).
El objetivo es observar un patrén de comportamiento y cuantificar
acertadamente los parametros de mayor sensibilidad, indepen-
dientemente de qué tipo de distribucién tengan el modelo o los
parametros.

El modelo continuo mas importante estadisticamente para
desarrollar técnicas de inferencia es la distribucién normal X ~ N(u,
o), donde w es el promedio y o, su desviacién estandar. Dado
que, en gran parte de la literatura, los modelos de calibracién y
simulacién se aproximan a esta distribucién, decidimos incluirla en
nuestro analisis, cuya funcién de densidad se observa enla ecuacién
siguiente:

f(x):\/%/ e’% (20)

Decidimos implementar la distribucién multivariada X~ N(u,
V), donde V es la matriz de varianzas/covarianzas. Podemos repre-
sentar su funcién de densidad como:

1 1 Tv-1
- - —53(X=u) V- (X-p)
fx)= SV x e 2 (21)

Otra de las caracteristicas importantes es que todos los valores
sigan una distribucién uniforme en el espacio I =[0, 1%, que exista
una convergencia rapida y, ademas, que sean algoritmos con baja
discrepancia.

La discrepancia es una forma de medir la desviacién de una
secuencia de nimeros con respecto a la distribucién uniforme. Con-
siderando los métodos de simulacién que se utilizan en este trabajo,
es importante implementar técnicas que tengan un bajo valor de
discrepancia. Sea un conjunto de parametros P=Xq, X, ..., Xp € F.
Para un subconjunto B en F, se define la funcién de analisis de
discrepancia, que analiza cuantos elementos de P pertenecen a B
mediante la ecuacién (22), donde cp es la funcién caracteristica del
conjunto B(cg(x)=1) parax € B

N

A(B;P)= > cp(xn) (22)

n=1

Para una familia no vacia de subconjuntos B < I* medibles en el
sentido de Lebesgue, la forma de cuantificar la discrepancia para un
conjunto de puntos P viene dada por la ecuacién (23), donde As es
la medida de Lebesgue s-dimensional

A(B; P)
N

Dn(B; P) = sup — As(B) (23)
—~

Bepf

En [23], se presenta un algoritmo generador de nimeros alea-
torios de baja discrepancia, en que cada nuevo punto es calculado
por un mecanismo que considera la restriccion de alta correlacién
con los nimeros precedentes, y se evitan asi los clisteres. Se puede
afirmar que un conjunto P se considera de baja discrepancia si tiene
valores pequefios en Dy(P).

Una secuencia de Halton [10] con dimensién s se define
mediante la expresion X(n) = g, (n), ..., g,(n), utilizando como

base los nimeros by, . . ., bs primos entre si para b; >1 <i < K. En tér-
minos de la métrica de discrepancia, la secuencia de Halton cumple
la propiedad siguiente:

(log NY
N

Un problema que existe en la secuencia de Halton es la degra-
dacioén, ya que, como se ha dicho, la secuencia utiliza un nimero
primo para cada dimensién del espacio a muestrear. El tiempo de
calculo se incrementa linealmente a medida que la dimensién del
espacio crece.

Por tanto, la secuencia de Halton multidimensional tiene un ciclo
muy largo, dado que utiliza el n—ésimo namero primo, por lo cual
se requieren varios pasos para completar un recorrido completo en
[0, 1)5.

La secuencia de Sobol [24] (que no debe confundirse con el
método de Sobol para el analisis de la sensibilidad) tiene una for-
mulacién similar a la de Halton, con la diferencia de que esta
técnica utiliza Gnicamente una base para todas las dimensiones e
incorpora un método de reordenamiento de los elementos. Pode-
mos definir una secuencia de Sobol como:

DnNX((1),...,X(N))<C' x (24)

L-1
g(n) ="y oldy(m) x b7 (25)

k=0

donde b es la base en que estd representado un niimero entero
positivo n>1 utilizando valores d, para 0 <d, <b. Para cualquier
nimero de base b, los elementos de una secuencia de Sobol estan
uniformemente distribuidos en un intervalo [0, 1]. En funcién de
la métrica de discrepancia, las secuencias de Sobol cumplen con la
propiedad siguiente:

logN
N

En el caso multidimensional, la secuencia se obtiene mediante la
reordenacién de los valores obtenidos de manera unidimensional, y
se evitan asi los problemas de generacién de clasteres. La secuencia
de Sobol es mas resistente a la degradacién, aun cuando las dimen-
siones aumenten, pero es recomendable descartar los primeros n
puntos generados.

Dn(gp(1), ..., 8(N)) = C x (26)

3.2.1. MC

El analisis de MC utiliza, para generar las entradas independien-
tes X1, Xo, ...., X, un muestreo aleatorio para variables no corre-
lacionadas. Cada elemento es generado independientemente de
todos los demas elementos de la muestra, y la probabilidad
de que este elemento pertenezca a un subconjunto del espacio de
muestreo es igual a la probabilidad del subconjunto. Para la téc-
nica MC, se generan tres tipos de datos de secuencias de salida:
(1) La secuencia de Sobol, que genera nimeros aleatorios de baja
discrepancia; (2) la secuencia de Halton, que trabaja en espacios
multidimensionales, y (3) la secuencia con distribucién normal.

3.2.2. LHS

Un planteamiento para calcular un conjunto de resultados
representativos sin un consumo tan elevado de recursos es el
método LHS. Se basa en el muestreo estratificado de las distribucio-
nes de probabilidad [12,13]. Este enfoque consiste en dividir cada
distribucién en intervalos iguales de probabilidad n, donde n es el
nimero de simulaciones. En cada iteracion, se selecciona un valor
para cada parametro por cada distribucién. Por ejemplo, si cada
distribucién se divide en dos partes y cada una tiene p parametros,
entonces tendremos 2P posibles conjuntos de regiones para selec-
cionar. En un caso mas general, el uso de p parametros implica la
divisién de los rangos en p particiones equiprobables. Los rangos
constituiran las aristas del hipercubo n — dimensional, que quedara
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dividido en un total de p" subcubos. A continuacién, se selecciona-
ran p muestras dentro del hipercubo con la restriccién de que, por
un lado, cada muestra debe ubicarse aleatoriamente dentro de un
subcubo y, por otro, cada proyeccién unidimensional de los p para-
metros y particiones solo ha de encontrarse una muestra en cada
subcubo.

Para la técnica de LHS, generamos tres tipos de datos de secuen-
cias desalida. (1) La secuencia condistribucién normal. Este método
nos permite generar un muestreo por LHS de cualquier muestra no
ortogonal con la misma dependencia. (2) La secuencia con distribu-
cién uniforme por el método de Iman-Conover [14]. Este método,
también denominado transformacién por rangos, consiste en reem-
plazar los datos de entrada al modelo (originales) por sus rangos,
para luego aplicar una prueba paramétrica (por ejemplo, la prueba
de Fisher). De este modo, es mas probable que se satisfaga la homo-
geneidad de las varianzas en los datos simulados. (3) La secuencia
con distribucién multivariada.

4. Resultados

Los indices de sensibilidad representan la contribucién de cada
parametro a la varianza de salida y se dividen en indices de sensi-
bilidad global y total, como se explica en la seccién 3.1. Los indices
globales miden la influencia media de un parametro sobre la salida
del modelo, pero no toman en consideracion la relacién que tienen
los parametros entre si. Los indices de sensibilidad total calculan
la suma de los indices factoriales que involucran el parametro con-
siderado, es decir, su sensibilidad de primer orden, mas todos los
efectos que sean producto de las interacciones en el modelo. En este
estudio, hemos decidido evaluar ambos indices de sensibilidad para
determinar la robustez del modelo de calibracién presentado en 8]
y calcular la relevancia de las incertidumbres calculadas en [9].

4.1. Camara
Para cada parametro involucrado en la calibracién, se han simu-

lado 2.000 muestras por MC y LHS (seccion 3.2). La camara fue
calibrada intrinsecamente por tres técnicas: (1) La técnica de Tsai
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[26], la cual esta basada en el modelo de pinhole, en que la distor-
sién radial se corrige a partir de un solo coeficiente. (2) La técnica
de Heikkild [10], que hace una estimacién de los parametros uti-
lizando un patrén conocido a través de la transformacién lineal
directa (DLT, por sus siglas en inglés), para la transformacién de las
coordenadas del patrén a coordenadas en la referencia de la ima-
gen; este método ignora las componentes no lineales de distorsién
tangencial y radial. El objetivo es, pues, resolver los parametros de la
matriz DLT, primero normalizando para evitar una solucién trivial
y resolver la ecuacién con una técnica pseudoinversa, por ejemplo
la SVD. (3) La técnica de Zhang [28], que se basa en el proceso de
observacién de un patrén en diferentes posiciones y orientaciones.
La ventaja de este método es que no es necesario conocer la ubica-
cion de las marcas de referencia en la escena como en la técnica de
Tsai.

En general, el proceso de calibracién se basa en: a) la conversién
del sistema de coordenadas del mundo al de la cAmara (parametros
extrinsecos), b) la correccion de distorsiones y c) la obtencién de las
coordenadas 2D de la imagen (pardmetros intrinsecos).

Como se ha explicado anteriormente, el analisis de sensibili-
dad se llevé a cabo por dos métodos: Sobol y FAST. En el método
de Sobol, el calculo de los indices S; y Si“’t (ecuaciones (9) y (12),
respectivamente) tiene un coste computacional elevado, debido al
gran nimero de operaciones realizadas al descomponer la varianza
del modelo para cada uno de los parametros. Las figuras 4, 5y 6
muestran seis graficas, una para cada distribucién sobre la cual se
ha realizado el andlisis de sensibilidad, como ya se ha explicado en
la seccién 3.2.

En el andlisis de Tsai y Heikkild, se observa que el pardmetro
tz tiende a ser el predominante en el indice de sensibilidad global
(sin tener en cuenta la interaccién entre los parametros), es decir,
la profundidad a la cual se encuentran las posiciones de referencia
en la escena. Esto se debe a que las distorsiones radial y tangencial
dependen de la distancia de estos puntos a la lente. El indice de sen-
sibilidad total (contando la interaccién entre los parametros) mas
relevante es 8 (v. ecuacién (4)). Nuevamente, este parametro tiene
que ver con la profundidad, aunque ahora se trata de la distancia
entre el sensor CCD y la lente de la caAmara. En la ecuacién (4), se
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(a) Secuencia de sobol por MC (b) Secuencia de halton por MC (c) Dist. normal por MC
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(d) Dist. normal por LHS

(e) Dist. uniforme por LHS

(f) Dist. multivariada por LHS

Figura 4. Calibracién por la técnica de Tsai para el método de Sobol (morado S; y amarillo Si“”). Se han simulado los datos de entrada al modelo por MC y LHS, con cinco
diferentes distribuciones. Las graficas muestran la tendencia en que los parimetros tz y 8 son los mds relevantes, es decir, los mas sensibles. La tabla 3 muestra los resultados

por el método FAST.
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Figura 5. Calibracién por la técnica de Heikkild para el método de Sobol (morado S; y amarillo Sl.“"). Se han simulado los datos de entrada al modelo por MC y LHS con cinco
distribuciones distintas. Las graficas muestran la tendencia en que los parametros tz y 8 son los mas relevantes, es decir, los mas sensibles. La tabla 3 muestra los resultados

por el método FAST.
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Figura 6. Calibracién por la técnica de Zhang para el método de Sobol (morado S; y amarillo Sl.“" ). Se han simulado los datos de entrada al modelo por MC y LHS con cinco
distribuciones distintas. Las graficas muestran la tendencia de que los parametros tz y 8 son los mas relevantes, es decir, los mas sensibles. La tabla 5 muestra los resultados

por el método FAST.

define f, que es una distancia expresada en metros - por ejemplo,
el pixel tiene las dimensiones k]T, x klv las cuales son expresadas
en pixeles x m~1. Los parametros ky, k, y f no son independientes
y pueden reemplazarse por el factor de escala a=ku*fy B=kv*f,
expresadas en pixeles. Las diferencias de sensibilidad entre ¢ y 8
son debidas a las dimensiones del pixel ya que, por lo regular, los
pixeles no son cuadrados.

Aunque también wz muestra un valor a tener en cuenta, que es
la rotacién del eje de profundidad, es interesante observar que la

distancia del patrén de calibracién con respecto a la cimara tiene
un efecto determinante en la calibracién.

En la calibracién por la técnica de Zhang, se observa que el para-
metro con mayor sensibilidad global es tz, comportamiento que
ya se ha observado en el andlisis de Heikkild. Otro parametro
que presenta una sensibilidad total destacada es 8. Queda demos-
trado que ambos pardmetros son muy relevantes (tabla 2) al
comprobar que se obtienen los mismos resultados por las dos téc-
nicas de calibracién evaluadas en este trabajo. En [9], se presenta
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Tabla 3

Anadlisis de sensibilidad por el método FAST, segtin la ecuacién (19) para la cdmara.
Se observa que los parametros tzy wy son los mds sensibles. El parametro tz coincide
con el andlisis por el método de Sobol, y marca una tendencia a introducir error.

Parametro Tsai Heikkilda Zhang
tx 0,0019 0,0144 0,0130
ty 0,0004 0,1085 0,1108
tz 0,2166 0,6070 0,5998
wx 0,0726 0,0364 0,0380
wy 0,5855 0,0322 0,0329
wz 0,0008 0,0926 0,0960
o 0,1186 0,0091 0,0081
B 0,0016 0,0606 0,0619
u0 0,0016 0,0035 0,0031
v0 0,0004 0,0363 0,0363

un comportamiento similar, pero analizado desde la perspectiva de
la propagacién del error en la calibraciéon LiDAR-camara.

Podemos afirmar entonces que los parametros involucrados
directamente con la distancia del patrén de calibracién y las dis-
torsiones de la imagen tienden a ser los mas relevantes en la
propagacion del error. Este error se puede minimizar de tres
formas: 1) eliminando la distorsién de las imagenes y normalizan-
dolas, 2) aumentando las posiciones de referencia que se procesan
en los métodos de calibracién y 3) mejorando la calidad del patrén
de calibracién. En el caso de la técnica de Tsai, seria aumentar las
marcas de referencia en la escena, lo que hace mas laborioso este
procedimiento. Por otro lado, esto demuestra la flexibilidad que
supone seguir un enfoque de calibraciéon que utilice un patrén.

El segundo método implementado fue FAST. Este método nos da
indices de primer orden S; segtin la ecuacién (19). La tabla 3 muestra
la sensibilidad cuantificada segtin FAST. Se observa que los pardme-
tros tzy wy son los mas sensibles en la técnica de Tsai. Ello es debido
a que los datos que utiliza para calibrar son las coordenadas del
patron referenciado a un punto fijo en el mundo; en consecuencia,
cualquier error en la medicién de las coordenadas hace variar a los
parametros. Este comportamiento también se puede observar en la
figura 4(a) - 4(b). Por otro lado, en la técnica de Zhang, el parametro
tzresulta el parametro sensiblemente predominante, al igual que la

Tabla 4
Tiempo de simulacion de 2.000 valores utilizando diferentes distribuciones para las
técnicas de MC y LHS en el andlisis de sensibilidad de la cimara.

Secuencia Tiempo (s)

Tsai Heikkild Zhang
Sobol por MC 33,69 31,10 30,82
Halton por MC 30,43 29,65 28,35
Dist. normal por MC 25,92 29,75 30,54
Dist. normal por LHS 25,48 29,83 29,32
Dist. uniforme por LHS 23,93 22,28 21,84
Dist. multivariada por LHS 26,13 22,28 22,18

técnica de Heikkila. Al igual que en Sobol, la profundidad es impor-
tante. Esta condicién puede reducirse utilizando un patrén con mas
esquinas. Estos resultados confirman los experimentos realizados
por [25] de manera empirica y también los que se muestran en las
graficas de la figura 6.

Hablando de los tiempos de simulacién entre las técnicas de cali-
bracién y las distribuciones elegidas en este trabajo, se observa en
la tabla 4 que: 1) la calibracién por la técnica de Tsai utilizando la
secuencia de Sobol para generar los datos de simulacién requiere
33 segundos y es la que mas tiempo necesita; 2) la técnica de
Zhang con datos simulados siguiendo una distribucién uniforme
es la que necesita menos tiempo de computo, con 21,84 segundos;
3)en general, cada simulacién requiere un tiempo de computo en el
rango de los 20y los 30 segundos para generar 2.000 datos. Ademas,
la técnica de Tsai requiere mas que Zhang, y la técnica de Heikkila
consume casi el mismo tiempo que la de Zhang, ya que ambas usan
patrones de calibracién méviles.

Estas diferencias en tiempo dependen de la complejidad de los
modelos de calibracidon y de los algoritmos de simulacién. Por ejem-
plo, el tiempo de coémputo para generar la secuencia de Halton
se incrementa linealmente a medida que aumenta la dimensién
del espacio a muestrear, aunque esto es compensado al tener un
muestreo mas homogéneo de los parametros y, en consecuencia,
un analisis mucho mas preciso. Las simulaciones se implementa-
ron en una maquina Intel® Xeon® Dual Core (2, 40 GHz), con 8 Gb
de RAM.

1
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Figura 7. Indices de Sobol (morado S; y amarillo S{°f) para la calibracién del LiDAR. Se han simulado los datos de entrada al modelo por MCy LHS, con cinco distribuciones
distintas. Las graficas muestran la tendencia de que 6 y A6 son los pardmetros mds relevantes, es decir, los mds sensibles. La tabla 5 muestra los resultados por el método

FAST.
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Tabla 5
Anadlisis de sensibilidad por el método FAST segtin la ecuacién (19) para el LiDAR. Se
observa que los parametros 6 y A6 son los mas sensibles a introducir error.

Parametro FAST
ds 0,014
6 0,4137
¢ 0,0004
Vme 0,016
HOSC 0,0
Ads 0,0006
A6O 0,5552
A¢ 0,0
Tabla 6

Tiempo de simulacién de 2.000 valores utilizando diferentes distribuciones para las
técnicas de MC y LHS en el analisis de sensibilidad del LiDAR.

Secuencia Tiempo (s)
Sobol por MC 6,63
Halton por MC 5,19
Dist. normal por MC 5,27
Dist. normal por LHS 5,21
Dist. uniforme por LHS 5,00
Dist. multivariada por LHS 5,02
4.2. LiDAR

Siguiendo la misma metodologia utilizada para el andlisis de la
camara, se ha calculado la sensibilidad de los parametros de cali-
bracién del LiDAR por el método de Sobol. La figura 7 muestra las
graficas de los indices globales (S;) y los totales (Si“’f). Se puede
observar que los parametros 8 y A8 son los que introducen mayor
incertidumbre en el modelo de calibracién. El parametro 6 corres-
ponde al angulo de orientacién del LiDAR y esta relacionado con
la parte mecanica de su rotacién, mientras que A6 es un factor de
correccién de la orientacién de cada uno de los laseres, debido a
que no todos ellos se encuentran en un solo plano.

Por medio del método FAST, los indices de sensibilidad coinci-
den con el método de Sobol (v. figura 7), y determinan que tanto 6
como A6 son los parametros mas sensibles a introducir ruido en el
modelo y, en consecuencia, a aumentar la incertidumbre de error
en la salida de los valores de calibracién (5).

Los tiempos de simulacién para el LiDAR se sitGian entre los 5 y
6 segundos para la generacién de 2.000 valores, como se observa
en la tabla 6, y son la distribucién uniforme y la secuencia de Sobol
las que menor y mayor tiempo requieren, respectivamente.

4.3. Andlisis de ejecucion - Eficiencia de simulacion

El tiempo de ejecucién computacional necesario para realizar el
andlisis de sensibilidad por los métodos de Sobol y FAST en los pro-
cesos de calibracién de la camara y del LiDAR se muestra en la tabla
7. En este anadlisis, se observa que el método FAST es mas rapido
que el método de Sobol. Esto se debe a que lleva mas tiempo des-
componer la varianza y, cuantos mas parametros se eval(ian, mas
tiempo se requiere. No existe una diferencia significativa entre las

70 T T T T T
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Frecuencia
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-132,75 -132,7 -132,65 -132,6

Espacio de variacion

(a) Pafametro tx simulado por MC

-132,55

-132,7 -132,65 -132,6
Espacio de variacion

(b) Pafametro tx simulado por LHS

Figura 8. Se observa que la simulacién por LHS genera una distribucién mas homo-
génea de los datos; en este caso, se muestran los resultados de la simulacién para el
parametro tx de la cdmara.

técnicas de calibracién para la cimara. El método de Sobol requiere
una media de 292 segundos en completarse, frente alos 5,85 segun-
dos requeridos por el método de FAST. Para el andlisis del LiDAR,
se ha observado que el andlisis de sensibilidad global consume mas
tiempo que el andlisis total, 17,06 frente a 7,95, respectivamente.
El método FAST para el LiDAR tardé cerca de 2,86 segundos.

En general, es necesario que las técnicas de simulacién cubran
todo el espacio de variacién que los parametros tienen con la misma
probabilidad, de manera que, cuando se generen las muestras alea-
torias, estas cubran homogéneamente las dimensiones de cada uno
de los parametros.

Podemos concluir que las técnicas aleatorias por medio de MC
no aseguran esta condicién. Por otro lado, la técnica de LHS crea
subespacios con la misma importancia y con la misma proba-
bilidad de éxito; en este caso (figura 8), el método LHS dividi6
en 2.000 estratos la dimensién de variacién del parametro tx
para asegurar que su probabilidad de ocurrencia es homogé-
nea. Esta necesidad de homogenizar las simulaciones asegura una
mayor precisién en los indices de sensibilidad, como se presenta
en[13].

Hablando un poco de la discrepancia en la secuencia de
nameros aleatorios generados, podemos concluir que las secuen-
cias de Halton y de Sobol presentan una mayor complejidad de

Z&rlll;:?s?s de tiempo de ejecucion (s) al implementar los métodos de Sobol y FAST para el andlisis de sensibilidad.
Camara LiDAR
Tsai Heikkila Zhang
Global Total Global Total Global Total Global Total
Sobol 294,95 294,50 292,72 292,27 290,27 290,40 17,06 7,95
FAST 8,18 5,85 5,56 2,86
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O(N~1(logN)—1), por comparacién a las técnicas estindar de MC y
LHS, en que es del orden de O(1/+N).

5. Conclusiones

La exactitud de las posiciones de referencia del patrén, el modelo
de la cdmaray la técnica de calibracién son los principales aspectos
que afectan la sensibilidad en la calibracién camara-LiDAR. El pro-
pésito de este analisis ha sido determinar la precisién con que se
realizan las reconstrucciones tridimensionales y qué factores inter-
vienen en el error. Ello permitird, a corto plazo, obtener modelos
urbanos en 3D mas reales.

La técnica de simulacién que consume mas tiempo es la de MC.
La secuencia de Sobol es mas eficiente que la de Halton, ya que
requiere menos tiempo de computo, al utilizar la misma base para
todas las dimensiones (b=2).

Se ha demostrado que los parametros tz 'y 8 (muy relevantes,
v. tabla 2) son los mas sensibles en nuestro modelo de calibracién.
Se han llevado a cabo pruebas de sensibilidad con las técnicas de
calibracién de Tsai, Heikkild y Zhang. Y, en las tres técnicas, se ha
concluido que los parametros involucrados en la distancia (la pro-
fundidad) entre la cdAmara y el patrén de calibracién son los mas
propensos a introducir error en los datos de la cAmara, como tam-
bién se ha deducido del analisis de incertidumbres de [9]. Nuestros
resultados indican que la técnica de Tsai es mas sensible, ya que se
basa en unos datos precisos de entrada al modelo (figura 4), frente
a las técnicas de Heikkild y Zhang (figuras 5y 6).

Estudios de sensibilidad o incertidumbre como el que aqui se
presenta suelen basarse en un gran nimero de parametros. Lo ideal
seria evaluar cada parametro con la distribucién de probabilidad
que lo caracteriza, lo cual se traduciria en un consumo excesivo de
recursos. Por ello, se requiere un método eficiente para poder obte-
ner los resultados mas fiables (seccién 3.2). La técnica de LHS tiende
a calcular unos resultados mas estables, es decir, con menos varia-
bilidad y de rapida convergencia, y ha demostrado su eficiencia para
el andlisis presentado en este trabajo. Los métodos de Sobol y FAST
permiten una variedad de andlisis de sensibilidad muy amplia. El
inconveniente es que, cuantos mas parametros tiene el modelo, mas
tiempo de computo se requiere para descomponer la varianza. Esta
es la razén fundamental para escoger una metodologia de simula-
cién adecuada a la técnica de andlisis de la sensibilidad, en nuestro
caso LHS.

Ulteriores trabajos deberan incluir otras técnicas de calibracién
tanto para la cAmara como para el sensor laser que estén cen-
tradas en los parametros con mas sensibilidad. También deberan
implementarse otras técnicas de andlisis de sensibilidad mediante
métodos matematicos basados en la probabilidad para poder com-
parar los resultados obtenidos en esta investigacién. Los desarrollos
posteriores deberan basarse en la reduccién del error en la cali-
bracién de la plataforma de adquisicion, puesto que, con los datos
obtenidos en esta investigacién y en otras anteriores [9], somos
capaces de minimizar la propagacién del error en los datos al cono-
cer su sensibilidad e incertidumbre. También deberan analizarse
las desviaciones de error que presentan los indices de sensibilidad.
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